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1
Classification, mesures et corrélation

Acquis d’Apprentissage.
e Reconnaitre et manipuler les distributions usuelles (Dirac, Heaviside, porte).
e Calculer la valeur moyenne, la puissance et |'énergie d'un signal.

o Calculer les fonctions d'autocorrélation et d'intercorrélation.

1 Reconnaitre et manipuler les signaux singuliers

1.
Définition. Distributions usuelles
Les signaux singuliers sont des modéles théoriques fondamentaux :
e Distribution de Dirac 4(¢) : impulsion de surface 1. Propriété fondamentale (filtrage) :
+oo
[ ewse-md= e

— 00

L5(t).  Parite : 6(—t) = 6(2).

Changement d'échelle : §(at) = ﬂ
a

. - 1 t>0 . ¢
e Fonction de Heaviside h(t) : h(t) = _ Lien : h(?) :/ §(7) dr.

e Porte de largeur 7 : IL,(t) = ,
0 ailleurs T 70

4(t)
r J
4 t \:/
0 0

Méthode.
Pour manipuler un signal singulier (représenter, transformer, intégrer) :

1. lIdentifier le signal de base (J, h ou II,).

2. Appliquer les transformations dans cet ordre : changement d'échelle (¢t — at), puis translation (¢t —
t — to).

3. Pour une intégrale contenant ¢ : utiliser la propriété de filtrage [ () 0(t — 7) dt = (7).

4. Pour une convolution avec ¢ : utiliser z:(t) * 6(t — 0) = x(t — 0) (retard pur).

Propriété. Transformations de la variable temporelle
Soit z(t) un signal de référence. Les transformations de I'argument ¢ — at — b modifient sa représentation
graphique selon les régles suivantes, a appliquer dans cet ordre :

1. Changement d’échelle ¢t — at (a > 0) :

e a > 1 : le signal se comprime horizontalement (les événements arrivent plus vite).
e 0 <a<1:lesignal se dilate horizontalement (les événements arrivent plus lentement).

2. Retournement t — —t : le signal se retourne autour de I'axe des ordonnées (symétrie par rapport a
t=0).

3. Translation t — t — tg : le signal se décale de ¢, vers la droite (to > 0) ou vers la gauche (tp < 0).



b
Cas général x(at —b) : factoriser d'abord sous la forme x<a (t — >) — le signal est d’abord mis a I'échelle
a

par a, puis décalé de b/a.

x(t) (référence) x(t/2) : dilatation x2
V 1
t | t
0 1 2
2 (2t) : compression X2 x(—t) : retournement
,—| 1
t ‘ t
= =1 0
x(t — 3) : décalage +3 z(—t+1) : retournement + décalage

1 /— i
t t
3 1

3 5
2 2

o4+——
[MA]
|
-

z(t) (référence, en pointillés) signal transformé

Remarque.
8- (t) désigne dans ce cours une porte normalisée de largeur 7 : 0,(t) = LIL.(t). Ne pas confondre avec §(t—)
(Dirac retardé de 7).

Ordre des opérations pour z(at — b) : toujours factoriser en z(a(t — 2)) avant de dessiner — appliquer
d'abord le changement d'échelle a, puis la translation b/a. Ne jamais translater avant de mettre a I'échelle.

Exemple. Application n°1 — tiré du CE 2025/2026
Expliciter les signaux x(t), y(t) et z(t) définis par :

t +oo
= [ d(u) du, y(t) = / cos(u) 6(u) du, 2(t) = h(t —2)«6(t — 1).

— 00

Solution.
Signal x(t) : Par définition de la primitive de 4,

car h(t) = [*__o(r)dr.
Signal y(t) : On applique la propriété de filtrage avec p(u) = cos(u) et 7 =0 :
+o00
y(t) = / cos(u) 6(u) du = cos(0) =

— 00

(résultat constant, indépendant de t).
Signal z(t) : On utilise la propriété de retard de la convolution avec § :

2(t) = h(t —2) x 6(t — 1) = | h(t — 3)

La convolution avec §(t — 1) retarde le signal de 1 : 2 +1 = 3.



1.2 Calculer la valeur moyenne et la puissance d’un signal T-périodique

Définition. Valeur moyenne, puissance, énergie
Pour un signal réel x(t) :

1 T
e Valeur moyenne (signal T-périodique) : Xy = —/ x(t) dt
0

T
1 /T
e Puissance (signal T-périodique) : P, = T/ 22 (t) dt
0
-~ +OO
e Energie (signal a énergie finie) : E, = / 22 (t) dt
— 00

Meéthode.

1. Lire le chronogramme et identifier la période T' et le modéle mathématique de x(t) sur une période
(en général deux morceaux).

2. Calculer X en intégrant sur [0, 7] puis en divisant par T

3. Calculer P, en intégrant z%(t) sur [0, T[ puis en divisant par T. Utiliser les formules de linéarisation si
ac(t) contient des sinus/cosinus (cos? = 1190520 etc.).

. Verifier : P, > X2 (inégalité de Jensen, avec égalité si x est constant).

Remarque.

Pour un signal pair ou impair par rapport a I'axe vertical, on peut intégrer sur la demi-période et doubler, ce
qui simplifie parfois le calcul. Si z(t) = 0 sur la moitié de la période (signal monoalternance), seule la partie
non nulle contribue 3 P, et Xj.

Exemple. Application n°1 — tiré du CE 2025/2026
Soit z(t) un signal T-périodique correspondant a un sinusoide monoalternance d'amplitude A et de période
T=2r.

w

_ JAsin(wt) te[0,Z]
x(t)_{o te[L,T]

(}

Il
N
£

Calculer Xy et P,.

Solution.
Valeur moyenne :

_ % {_COS(WLT/Q _ Ti [_ cos<”2T) +cos(0)} = % [— cos(m) + 1]

Comme wT = 27 :

Puissance :



_fﬁ t_sin(2wt) T/z_iz T _ A?
ToT Tor 2 | 4

2w 0

1.3 Calculer I’énergie d’un signal a énergie finie

Méthode.

1. Veérifier que le signal est a énergie finie : z(¢) doit s'annuler en oo (par exemple exponentielle
décroissante, porte).

2. Réduire le domaine d'intégration au support de z(t) (Ia ou x(t) # 0).
3. Calculer E, = |

support x2(t) dt. Pour une exponentielle : utiliser f0+oo e /T dt =T

Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 1
Calculer I'énergie des signaux :

e z(t) = A -Tr(t) (porte de largeur T et d'amplitude A),
e y(t) = A-h(t) et/ (exponentielle causale d’amplitude A).

Solution.
Energie de x(t) : Le support de Iy (t) est [-T/2, T/2], ou x(t) = A.

T/2
sz/ A?dt = | AT
—T/2

Energie de y(t) : y(t) = Ae™"/7 pour t > 0, nul sinon.

+oo )
E, = / A?e 2T gt = A [ie*t/fr =A%z
0 2 0 2 2

1.4 Calculer la fonction d’autocorrélation d’un signal

Définition. Autocorrélation
La fonction d’autocorrélation de x(¢) mesure la ressemblance du signal avec lui-méme décalé de 7 :

—+oo
e Signal 3 énergie finie : T';(7) = / x(t) z*(t — ) dt
1 (T2
e Signal T-périodique : T',(7) = —/ x(t) z*(t — 1) dt
T J_ 7/

Propriété. Propriétés de |'autocorrélation
Pour x(t) réel :

Parité : T',(7) = T',(—7) (fonction paire).
e Maximum en 0 : V7, |T';(7)| < T.(0).
Signal a énergie finie : I';,(0) = E, (énergie du signal).

Signal T-périodique : T';,(0) = P, (puissance du signal).
Périodicité (si « est T-périodique) : T (7 + T) = T, (7).



Méthode.
1. Esquisser x(t) et z(t — 7) (signal décalé de 7) sur le méme repére.
2. ldentifier les plages de 7 ou le support du produit z(¢) - z(t — 7) change de forme (en général 33 5
plages).
3. Calculer I'intégrale sur chaque plage en ajustant les bornes d'intégration.
4. Verifier : I',(0) = E, (ou P,); I'; est paire.

Remarque.

Le calcul graphique est le méme que pour une convolution, a ceci prés qu'on retourne z (et non y) autour de
I'origine. En pratique, pour z(t) = A - IIp(t), le résultat est un signal triangulaire de base 27" et de sommet
A?T en 7 =0.

Exemple. Application n°1 — tiré du CE 2025/2026
Soit z(t) = A - IIp(¢t) (porte d'amplitude A centrée en 0, de largeur T').

1. Calculer I'énergie E,.

2. Déterminer T',(7) et la représenter graphiquement.
3. Commenter la parité de I';,.

4. Veérifier ', (0).

Solytion.
1. Energie :
T/2
@:/'lﬂﬁzA%
—T/2

2. Autocorrélation : z(t) = A pour t € [-T/2,T/2], nul ailleurs. z(t —7) = A pour t € [t —T/2, 7+T/2].
Le produit x(t) - x(t — 7) = A? sur l'intersection des deux supports, vide sinon.

__T T
Y 7 = 0 (maximum) T7+5

F |

1 1

1 1
t t . t

-7 _T 0 T _T 0 . _T 0 . T

2 2 2 2 2 2
z(t) === z(t—1T) chevauchement

e 7 < —T our>T :supports disjoints = I';(1) = 0.
e 7 € [T, 0] : intersection = [T —T/2, T/2|N[-T/2, T/2] = [t +T/2-T, T/2]... longueur =T — |7].

(1) =A*T +7), 7€[-T,0].

e 7 €0, T]: par parité,
I.(1) = AX(T — 7).

En résumé :

AN T —|7]) |rl<T
Fa(r) = {o Ir| > T

|
|
|
:
|
T
_T 0 T

3. Parité : T, (1) = A%(T — |7]) = Tx(—7) : T, est bien paire.
4. Vérification : ,(0) = A°T = E,. v



1.5 Calculer l'intercorrélation de deux signaux

Définition. Intercorrélation
La fonction d’intercorrélation de x(t) et y(¢t) mesure leur ressemblance mutuelle décalée de 7 :

+oo
[gy(r) = / xz(t)y*(t —7)dt (signaux a énergie finie)

1 [T/
Luy(T) = = /T/2 xz(t)y*(t —7)dt (signaux T-périodiques)

Propriété. Propriétés de |'intercorrélation
e Non-commutativité : I';, (1) = I'; . (—7). Pour des signaux réels : I'y, (1) = [z (—7).
e Retard : si z¢(t) = z(t — 0), alors 'y, (7) = T'py (T — 0).

Méthode.
Méme démarche que pour I'autocorrélation :

1. Esquisser z(t) et y(t — 7) (retourner y et décaler).
2. Identifier les plages de 7 ol les supports se chevauchent.
3. Intégrer sur chaque plage.

4. Vérifier par la non-commutativité : calculer T'y,,(—7) et comparer.

Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 1
Soit z(t) = II5(t — 1) (porte de largeur 2 centrée en ¢ = 1) et y(t) = II2(¢) (porte de largeur 2 centrée en
t =0). Calculer I'y (7).

Solution.
x(t) = 1 pour t € [0,2], nul ailleurs. y(t) = 1 pour ¢t € [—1,1], nul ailleurs. y(t—7) = 1 pour t € [T—1, 7+1].

T=0 T=1 T=2

1

1

1

1 t t 4 t
1 2 0 1 2 0 1 2 3

z(t) === y(t—r7) chevauchement

L'intégrale vaut 1 (amplitude 1 x 1) fois la longueur de l'intersection [0,2] N [r — 1, 7 + 1].

e 7 < —1louT >3 :intersection vide = I';, (1) = 0.
e 7€ [—1, 1] : intersection = [T — 1, 7+ 1] N [0,2] = [0, 7 + 1], longueur 7 + 1.

Iypy(m)=7+1.
e 7 € [1, 3] : intersection = [ — 1, 2], longueur 3 — 7.

Igy(r)=3—1.

T+1 7e[-1,1]
Ipy(t)=4¢3—7 7€][1,3]
0 ailleurs

Veérification : Iy, (1) = 'y (—7), c'est-a-dire T'y, est le méme triangle mais centré en 7 = —1 (le signal y
précéde = d'une unité de temps). v/



2
Développement en série de Fourier

Acquis d’Apprentissage.

Calculer les coefficients A d'un DSF par intégrale directe.

Exploiter la parité d'un signal pour simplifier le calcul.

e Linéariser un produit trigonométrique pour lire le DSF immédiatement.

Calculer la puissance d'un signal périodique par le théoréme de Parseval.

Récap.
Tout signal z(t) T-périodique admet un développement en série de Fourier (DSF) :
+N o
dy(t) = k_Z_N A e?*t avec w = 0

Les coefficients complexes \; (coordonnées dans la base {e/*“!}) sont :

1 /T , —
M=z / s(t) et dr, Ao = 20 = Xo
0

Deux formes explicites équivalentes (pour z(t) réel) :

N
On(t) =N +2 Z [Ak| cos(kwt + 6) (1 forme)
k=1

N
O (t) =ao+ Z [ak cos(kwt) + by, sin(kwt)] (2¢ forme)
k=1

avec ag = X, ax = = fOTx(t) cos(kwt) dt, by = 2 fOTx(t) sin(kwt) dt.

2.1 Calculer les coefficients A\, d’'un DSF par intégrale directe

Méthode.

1. Identifier la période T, la pulsation w = 27r/T, et le modéle mathématique de x(t) sur une période.

2. Calculer ) : cest la valeur moyenne X\ = + foT x(t) dt.

3. Calculer )\, (k # 0) par intégration par parties ou en décomposant l'intégrale selon les morceaux de

x(t) :
>\k = l /T.’L'(t) C_jkWt dt
T 0

4. Veérifier la parité spectrale : pour x(t) réel, A\_ = A}, donc |A_g| = || et O_x = —b.

5. Ecrire le DSF sous la forme la plus concise demandée (forme exponentielle, 1" ou 2¢ forme explicite).

Remarque. Intégrale utile
Pour un signal z(t) = A constant sur [0, aT] et nul sur [oT,T] (rapport cyclique «), I'intégrale donne :

A=A / T ket gy _ Aae M sin(kna)
T Jo kma

= Aasinc(kra) eIk

Pour un rapport cyclique o = 1/2 (signal carré), A, = 0 pour k pair non nul.



Exemple. Application n°1 — tiré du DE 2025/2026
Soit f(t) le signal suivant :

1. Proposer un modéle mathématique pour f(t) et calculer sa puissance Pp.
2. Déterminer |'expression générale des coefficients .
3. Expliciter )\0, Al, )\2, )\3, )\4.

Solution.
1. Modéle et puissance :

f) = £ sur {—gg[ PF=1/T/2(t>2dt:1-2(T/2)3:1

T

2. Coefficients )\, :

A 1/T/2 Lok ay
k= —e
T —T/QT

Pourk =0: X = % f_Téiz % dt = 0 (intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle symétrique).

Pour k # 0, intégration par parties avec u = t/T et dv = e 7k dt :

L[t e dhot 1 (T2 ekt
Ak == [ C— ] + */ = dt
T —]k;w -T2 T —T/2 T jkw

T/2

Le second terme est nul (intégrale de e=7%“* sur une période). Le premier terme :

1 1 T e (T pikm| _ o eIk 4 ik _ cos(km)
2 —jkwT 2 —jkwT

2

T —jkwT

Comme wT = 27 et cos(km) = (—1)% :

(_1)k+1 (_1)k+1
2tk 2jnk

Ap = k+#0

3. Valeurs numériques :

ko 1 2 3 4

1 -1 1 -1
27 4gm 6jm 8jw

2.2 Exploiter la parité d’un signal pour simplifier le DSF

Propriété. Parité et coefficients du DSF
Pour z(t) réel :

e z(t) pair = A\, € R, by =0 (DSF en cosinus uniquement).

e z(t) impair = )\, imaginaire pur, a; = 0 (DSF en sinus uniquement, et A\g = 0).
e z(t) ni pair ni impair : décomposer & = Zpair + Timpair OU calculer directement.



Méthode.

. Examiner la parité de z(t) : tracer z(—t) et comparer a x(t).

. Si z est pair : calculer seulement a;, = + OT/2 x(t) cos(kwt) dt (on intégre sur la demi-période et on
multiplie par 2).

. Si z est impair : calculer seulement b, = 7 OT/2 x(t) sin(kwt) dt.

. Si z n'est ni pair ni impair mais peut étre rendu pair ou impair par un changement d’origine des
temps : effectuer ce changement, calculer le DSF du signal translaté, puis corriger la phase par la
propriété de retard A& — \translaté o —jkwto

Remarque.

Un signal en dents de scie centré est impair = )\, imaginaires purs. Un signal carré centré est impair
si l'alternance positive commence aprés |'origine, pair si la période est symétrique par rapport au milieu de
I'alternance positive. Prendre le temps de vérifier graphiquement avant de calculer.

Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 2
Soit y(t) un signal T-périodique en dents de scie défini par y(t) = A(% — %) sur [0, T'[. Etudier sa parité aprés
centrage, puis développer y(t) en série de Fourier.

Solution.

Etude de la parité : En posant to = T/2, le signal centré est §j(t) = y(t + T/2) = A-t/T sur [-T/2,T/2],
qui est impair.

DSF du signal centré §(t) : Par la méthode précédente (résultat de I'exemple 2.1) avec amplitude A :

- A(=1)F+1 -
)\k:¥v k#ov )\0:0
2jmk

Bien impair : e imaginaires purs. v’ _ ~
Retour au signal original y(t) = §j(t — T/2) : Propriété de retard : A\, = \j, e 7F<(T/2) = ), e=7k7

A(—1)FF1 A- (=121 A A
)\k:¥.(_1)’f: (,) =— =_— (-1
2jmk 2jmk 2jmk 27k

_JA
Ak = 2k’ k#0

Le DSF en 2¢ forme (sinus uniquement car aj = 0) :

+oo .
y(t) = A Z sm(Zwt)

2.3 Linéariser un produit trigonométrique pour lire le DSF

Méthode.
La voie la plus directe est de tout convertir en exponentielles complexes via les formules d'Euler, puis de
développer le produit : les \;, se lisent immédiatement comme coefficients de chaque e7*«?.

1. Remplacer chaque fonction trigonométrique par sa forme exponentielle :

ejnwt + e—]nwt ejnwt _ e—jnwt

cos(nwt) = > ) sin(nwt) = =
J

2. Développer le produit algébriquement en multipliant les exponentielles : 7™t . ginwt — gi(mtn)wt
3. Regrouper les termes de méme exposant k : le coefficient devant e/*“* est directement \y.

4. Vérifier la parité spectrale : pour x(t) réel, A\_; = A}, doit étre satisfait.

5. Lire ay, et by, depuis les A : ar = 2Re(A\), br = —2Im(\g).

10



Remarque.

La fréequence fondamentale wq est déterminée par le PGCD des fréquences présentes dans les exponentielles
aprés développement. Pour sin(wt) cos?(2wt), on obtient des termes en e*7«t, ¢+37wt 455wt - e PGCD des
fréquences w, 3w, 5w est bien w, donc T' = 27 /w. La méthode exponentielle est plus siire que les formules de
produit-vers-somme car elle ne nécessite aucune mémorisation de formules : une seule régle 7% . ¢7® = ei(a+0)
suffit.

Exemple. Application n°l — tiré du CE 2025/2026
Soit y(t) = sin(wt) - cos?(2wt) avec T = 27 /w.

1. Linéariser y(t) par la forme exponentielle et en déduire tous les coefficients A, ag, bx jusqu'a I'ordre
N =5.

2. En déduire la puissance P,.

Solution.
1. Passage en exponentielles :

ejwt _ efjwt ej2wt eijwt
sin(wt) = ——, cos(2wt) = e te
27 2
On calcule d’abord cos?(2wt) :
2(2 . eI2wt 4 o= j2uwt 2 ediwt 4 9 4 o—jdwt
cos”(2wt) = =
2 4

Développement du produit :

Jjwt _ —jwt Jlwt 2 —jdwt 1 ) ) . .
y(t) = € 2]6 . € + 4+ € _ g (ejwt _ efjwt) (ej4wt + 924 e*j4wt)

On distribue terme a terme (e7® - e7® = (o))

y(t) — i |:ej(1+4)Wt + 2€th + ej(l—4)wt
8j

_ ej(—1+4)wt Qe dwt _ 6j(—1—4)o.n£

1 . . . . . .
— S |:e]5wt + erwt de J3wt egSwt —92¢ Jwt e Jowt
J

Lecture directe des )\, (coefficient de e/**?) :

1 2 1 1 1 1 1
5 8] ) 1 8] 4] ) 3 8] 9 3 8] ) 1 4] 9 5 8]
Tous les autres A\j sont nuls. I o
Vérification de la parité spectrale : \_, = \;? X\ = % = —4%. =A1 v A= Sij =A3V
Tableau des coefficients :
k -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1
)\k -5 0 = 0 - 0 - 0 — = 0 =
8j 8j 4j 4j 8j 8j
ay 0 0 0 0 0 o0
b = Y
i 2 4 4

(ar = 2Re(Ai) = 0 car les A sont imaginaires purs; by, = —2Im(\x).)
2. Puissance par Parseval :

2 2 2 1 1 1 3
P, = M2 =202+ 2a2 4202 = =+ 2 4 2 2 | 2
Y Ek\kl IA1]? + 2[A3]% 4 2| A5 TR TR R AT

11



2.4 Calculer la puissance partielle a ’ordre N et évaluer la largeur de bande

Propriété. Théoréme de Parseval
La puissance totale d'un signal T-périodique est égale a la somme des puissances de ses harmoniques :

1 T +oo 400 1 +o00
12— f/o e®Pdt =" el =M +2) Ml =ag+5 ) (o +b})
k=—o00 k=1 k=1

La puissance partielle a I'ordre IV est :

+N N
Py= > [MlP=X+2) M/
k=—N k=1

Méthode.

1. Calculer P = . [

2. Calculer Py = A2+ 25~ | [A\|? avec les A, déja obtenus.

T x2(t) dt directement (plus rapide que la somme infinie si (t) est simple).

3. Comparer le rapport Py /P pour évaluer le pourcentage d'énergie capturé par les N premiers harmo-
niques.

4. Largeur de bande a p % : trouver le plus petit N tel que Py /P > p/100.

Remarque.

Pour un signal carré (créneau), les harmoniques pairs sont nuls. On calcule donc Py en ne sommant que sur les
harmoniques impairs k = 1,3,5,... La convergence est lente (|A\x| ~ 1/k) : il faut beaucoup d’harmoniques
pour capturer 99 % de la puissance. En revanche, pour un signal triangulaire (|\;| ~ 1/k?), la convergence
est rapide.

Exemple. Application n°l — tiré du DE 2025/2026

Soit f(t) le signal T-périodique de I'exemple 2.1 (dents de scie d’amplitude 1, A\, = (;2::1 pour k # 0,
Xo =0, Pp =1/12).
1. Calculer la puissance partielle P, véhiculée par les harmoniques jusqu'a I'ordre 4.
2. Comparer Py et Pp (indication : 5% ~ 0,11).
Solution.
1. Puissance partielle P; :
1
Mel? = ——
Al = 503
4
1 1 1 1 1 14443641649 1 205
Pi=2Y MP=2—(14+-42+—)=—" = .=
: I;' k| 72 ( ittt 16) 272 144 272 144
205
P=——=0,072
tToosse? T
2. Comparaison :
Py 205 205 205
— =——12=—=~ — 86,5
Pr 28872 2472 236,9 %

Les 4 premiers harmoniques ne capturent qu'environ 86 % de la puissance totale. La convergence lente est
caractéristique des signaux en dents de scie (discontinuités entrainant |A;| ~ 1/k).

12



Produit de convolution

Acquis d’Apprentissage.
e Calculer un produit de convolution par la méthode graphique (retournement / glissement).
e Déterminer la réponse impulsionnelle d’'un systéme linéaire a partir de ses entrées-sorties.

e Calculer la réponse d'un systéme linéaire a une entrée quelconque.

—+o0

2(t) = 2(t) + y(2) :/ 2(F)y(t — 7) dr

— 00

Pour un systéme linéaire invariant dans le temps de réponse impulsionnelle 7(t), la sortie s(t) pour une
entrée e(t) quelconque est :

+oo
s(t) =r(t) xe(t) = / e(r)r(t —7)dr

Propriété. Propriétés du produit de convolution
e Commutativité : zxy =y * x.

e Associativité : (zxy)x f =z * (y* f).

Linéarité : (x +ky)xf=z* [+ k(y=[).
e Elément neutre : z(t) * 0(t) = x(t).
Retard : x(¢) * §(t — 0) = x(¢t — 0).

d d d
Dérivation:ﬁ[;p*y] Ty =z Y

Tt dt’

Récap.
| Le produit de convolution de deux signaux x(t) et y(t) est défini par :

1 Calculer un produit de convolution par la méthode graphique

3.
Méthode. Retournement / glissement
Pour calculer z(t) = z(t) * y(¢) :
1. Chaisir le signal le plus simple a retourner (en général y).
. Retourner : tracer y(—7) (symétrie par rapport a I'axe des ordonnées).

2
3. Décaler : y(t — 7) est le signal y(—7) translaté de +¢ vers la droite.
4

. Identifier les plages de ¢ ou la forme du chevauchement change (les bornes d'intégration changent a
chaque fois qu'un bord du support de y(t — 7) franchit un bord du support de z).

o

Calculer I'intégrale [ z(7)y(t — 7) dr sur chaque plage, en ajustant les bornes.

6. Vérifier : z(t) = 0 hors du support (somme des durées des supports de x et y = durée totale du support
de 2).

Remarque. Durée du support

Si x(t) est non nul sur une durée T}, et y(t) sur une durée T}, alors z(t) = x * y est non nul sur une durée
T, + T,. Pour des signaux causaux (nuls pour ¢ < 0), z(¢) est aussi causal. Le nombre de plages & traiter est
en général égal au nombre de bords des supports additionnés —1 (typiquement 3 plages pour deux portes).
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Exemple. Application n°1 — convolution de deux portes, tiré du TD Chap. 3
Soient z(t) = Il (t) (porte de largeur 27" centrée en 0) et y(t) = Ir(t) (porte de largeur T centrée en 0).
Calculer f(t) = z(t) * y(t).

Solution.
On représente x(7) et y(t — 7) pour identifier les plages de ¢ ou le chevauchement change de forme.

(7) y(7)

1 1
T T

=T T —

Nl
NIl

On identifie 4 bords : =T, —=T/2, T/2, T pour x; les bords de y(t — -) se déplacent avec t. Les plages de ¢
ol le chevauchement change de forme sont :

t < —3T/2 : aucun chevauchement = f(¢) = 0.
te -2, —LZ] :intersection = [t — T'/2, =T N [T, T]...
Le bord gauche de y(t — -) entre dans le support de = par la gauche. Intersection : 7 € [T, t + T /2],

3T
longueur ¢ + =5-. vors
T
f(t):/ 1~1dT:t+i
o 2

ete[-L2 L] :y(t—") est entierement contenu dans [—T,T]. Intersection : 7 € [t — T/2, t + T/2],

longueur T
ft)=T
e t € [Z, 2L] : le bord droit de y(t —-) sort du support de x par la droite. Intersection : T € [t —T'/2, T},
3T
longueur %5~ —t. -
=" —t
f ="
e t > 3T/2 : aucun chevauchement = f(¢) = 0.
‘4 3T f e [ 37 T
2 22
T T
T te|-=, =
flt) = | 22
3T T 3T
ot ote|m, =
2 127 2
0 ailleurs
ft) =z xy
l
| t
3T _T (0 T 3T
2 2 2 2

C'est un signal trapézoidal : montée linéaire, plateau de hauteur 7', descente symétrique. Le support a bien
une durée 2T+ T =3T. v

Exemple. Application n°2 — convolution d'une porte et d'une exponentielle causale, tiré du TD Chap. 3
Soient x(t) = Mar(t) et 2(t) = h(t) e*/? (exponentielle causale). Calculer g(t) = x(t) * 2(t).

Solution.

2(1) #£0e 1€ [-T,T]; 2(t —7) =e DOt — 1) £0 = 7 < L.
Les bords a surveiller sont 7= —T et 7 =T (bords de z) et 7 = ¢ (bord de z).
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o t <—T:7<t<—T, donc z(7) = 0 sur tout le chevauchement. g(t) = 0.
e t € [T, T] : chevauchement sur 7 € [=T, ¢] (bord droit = ¢, bord gauche = —T).

¢ t
g(t) = / 1-e&=7/0 gy = e_t/e/ e™0dr =e7t%0 [et/e — e_T/e} = 0(1 — e_(t+T)/9)
-T =T
e ¢ > T : chevauchement sur 7 € [T, T entier.

T T
g(t) = / e~ =10 gr = = t/%9 [eTw — eiT/g} =20 Sinh(9> e t/?
-T

0 t< =T
O(1— e D0t e [-T, T]

T
20 sinh<9) et t>T

g(t) =

Vérification : en t = T, les deux expressions donnent (1 — e=27/%) et 20sinh(T/0)e=T/? = §(eT/? —
e—T/Q)e—T/O _ 9(1 _ e—2T/9)_ v

3.2 Déterminer la réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire

Définition. Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle r(t) d'un systéme linéaire invariant dans le temps est la sortie du systéme lorsque
I'entrée est une impulsion de Dirac (t). Elle caractérise complétement le systéme : connaitre 7(¢) suffit a
calculer la sortie pour n'importe quelle entrée via la convolution s(t) = 7(t)  e(¢).

Méthode.
A partir d'une entrée e(t) connue et de la sortie s(t) observée :

1. Si e(t) = h(t) (échelon unité) : s(t) est la réponse indicielle. On obtient 7(¢) en dérivant la réponse
indicielle :
_ds(t)

dt

r(t)

car h(t) = r(t) = s(t) implique 8(t) * r(t) = 2.

2. Si ¢(t) est quelconque : passer dans le domaine de Laplace (cf. Chap. 5) : R(p) = S(p)/E(p), puis
inverser.

3. Vérifier la causalité : 7(t) = 0 pour ¢ < 0 si le systéme est causal.

Remarque.
Pour un circuit RC série avec sortie sur le condensateur, I'équation différentielle est vg(t) = 7 %’—f +vg(t) ou
7 = RC. La réponse indicielle est s(t) = (1 — e~*/7)h(t), donc :

ds 1 _,,.
r(t) = i 7 ()

T

C'est une exponentielle décroissante causale, cohérente avec le résultat du Chap. 5.
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Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 3
Un systéme linéaire a pour entrée e(t) = h(t) (échelon unité) et pour sortie observée :

s(t) = (1 - e_t/T) h(t), 7> 0.
Déterminer la réponse impulsionnelle r(¢) de ce systéme.

Solution.
La réponse indicielle est s(t) = (1 — e~*/7)h(t). On obtient r(t) en dérivant :

_ds d

- [(1 — e UTYh(t)

)= =2 = =
W=7 = a

En appliquant la régle de Leibniz ([uv]) = w'v 4+ uv’) avec u(t) =1 — e /7 et v(t) = h(t) :

r() = Lot h(t) + (1 ) 6(1)
T \:/0_/

r(t) = Lo-ur h(t)

T

C'est bien une exponentielle causale décroissante de constante de temps 7.

Vérification : r(t) * h(t) = 1 fot e~ du = [fefu/T]t 1—e U7 =5(t). v

=z 0=

3.3 Calculer la réponse d’un systéme linéaire & une entrée quelconque

Méthode.
Connaissant la réponse impulsionnelle 7(¢) du systéme :

1. Ecrire y(t) = r(t) xe(t) = [T e(r) r(t — 7) dr.

— 00
2. Restreindre le domaine d'intégration au support commun de e(7) et r(¢— 7). Pour un systéme causal :
r(t—7)=0si 7 >t, donc la borne supérieure est 7 = t.

3. Identifier les plages de ¢t (méme démarche que la méthode graphique de la section 3.1).

4. Calculer I'intégrale sur chaque plage. Résultats utiles :

/ ue “du=1—(1+z)e "
0

Exemple. Application n°l — tiré du DE 2025/2026
Soit un systéme linéaire dont la réponse impulsionnelle est :

Calculer la réponse y(t) a I'entrée échelon e(t) = Ah(t).

Solution.
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“+oo
y(t) =r(t) xe(t) = Ah(r)-r(t—7)dr

— 00

Comme (1) = Ah(7) est nul pour 7 < O et r(t —7) = h(t —7) - 5= - e~(t=7)/T est nul pour 7 > t, on
intégre sur 7 € [0,t] pour t > 0, et y(t) = 0 pour ¢t < 0.
Pourt>0:

t p—
y(t) = A/ LT =T gy
O T

Changement de variable v = =%, du = —d%, bornes: 7=0—-u=t/T, T=t—>u=0:

t/T t/T
y(t):A/ ue_“~Tdu:AT/ we “du
0 0

En appliquant Il'indication fournie avec = ¢/T :

y(t) = AT {1 - (1 + ;) et/T:|

y(t) = AT {1 - (1 + ;) et/T] h(t)

Vérifications :
e Ent=0:y(0)=AT[1—1-1] =0. v (causalité)
e Ent— oo :y(oo)=AT - 1=AT. v

e Le signal monte de 0 vers AT de facon réguliére (réponse indicielle d'un systéme du second ordre
sous-amorti).
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Transformation de Fourier

Acquis d’Apprentissage.

e Calculer la transformée de Fourier d'un signal usuel par application directe de la définition ou des
transformées connues.

Calculer la transformée de Fourier d'un signal T-périodique a partir de son DSF.

Appliquer les propriétés de la TF (retard, dérivation, changement d'échelle, modulation, convolution).

e Calculer la densité spectrale d’énergie ou de puissance et appliquer |'identité de Parseval-Plancherel.

Appliquer le théoréme de Shannon a I'échantillonnage.

Récap.
La transformation de Fourier associe a tout signal x(¢) d'énergie finie un spectre X (f) :
+o00 ) +oo .
X(f) =THaz(t)} = / a(t)e™ ™ dt () = TF H{X(f)} = / X(f) et it df

| X (f)| est le spectre d’amplitude, Arg(X(f)) le spectre de phase.

Transformées usuelles a connaitre :

a(t) X(f)

5(t) 1

5(t - 7) .

1 6(f)

e 6(f = fo)

I, (£) el ) = Smg:;ff)
cos(2r fo) ;1[50” — Jo) +8(f + fo)
sin(27 fot) %5 [6(f — fo) — 0(f + fo)]
h(t) e~ (a > 0) ﬁ

4.1 Calculer la transformée de Fourier d’un signal usuel

Méthode.

1. Reconnaitre si le signal appartient & la table des transformées usuelles (ci-dessus). Si oui, appliquer
directement.

2. Sinon, calculer par définition : X (f) = j;upport
x(t).

3. Factoriser soigneusement pour faire apparaitre un sinc ou une exponentielle complexe.

Vérifier les symétries : pour x(t) réel, | X (—f)| = | X (f)| (spectre d’amplitude pair) et Arg(X(—f)) =

—Arg(X(f)) (spectre de phase impair).

5. Veérifier : X(0) = fj;j x(t) dt (aire sous le signal).

x(t) e~ 27t dt, en réduisant I'intégrale au support de

>
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Propriété. Symétries spectrales pour les signaux réels
Pour z(t) e R :

X=H=X() = [XENHI=IX)] (pair), Arg(X(-f)) = —Arg(X(f)) (impair)

De plus :
e 1(t) pair = X (f) € R (spectre réel, pair).
e z(t) impair = X(f) imaginaire pur, impair.

Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 4
Calculer la transformée de Fourier de :

1. h(t)e " (a > 0) par la définition.
2. TI.(t) (porte de largeur 7 centrée en 0).

Solution.
1. Exponentielle causale :

+o00 ) +oo ) 6—(a+2jﬂ'f)t +oo
X = [Tt [ty < [ £
0 0 —\a JT 0

Le terme en +oo est nul cara > 0 :

1
X = —_——
() a+2jnf
Spectre d'amplitude : | X (f)| = . (lorentzienne).

Va2 +4n? f2?

2. Porte de largeur 7 :

+7/2 . —2jmft7/2 —iTfT _ otimfT 94
X(f):/ 1. e~ 2/t gt = [e ] ‘ ‘ _ Zsin(mf7)

i T IO Ty T
X(f) = 7sinc(n7f) = bmg:;:-f)
|X(f)| lobe principal

Le spectre est réel (porte paire v') et ses zéros sont en f = k/7, k € Z*. Vérification : X (0) = 7 (aire de la
porte). v’
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4.2 Appliquer les propriétés de la transformée de Fourier

Propriété. Propriétés fondamentales
Soient z(t) —2» X (f) et y(t) /2> Y (f).

Propriété Signal Spectre
Linéarité az(t) + By(t)  aX(f)+BY(f)
Retard z(t—7) e~ PmIT X (f)
Modulation (t) e2imvt X(f-v)
Changement d’échelle  z(At) \/\|X< )
Dérivation cCiTx 2jmf - X(f)
Convolution x(t) * y(t) X(f)-Y(f)
Produit (t) - y(t) X(f) =Y (f)
Dualité X(t) z(=f)

Méthode.
Pour calculer la TF d’un signal construit a partir de signaux connus :

. Décomposer z(t) en opérations élémentaires (retard, changement d’'échelle, modulation, dérivation,
produit, convolution).

2. Appliquer la propriété correspondante a chaque opération, dans I'ordre inverse des opérations.
Simplifier le résultat (factorisation, mise sous forme | - |¢?").

. Veérifier |a parité du spectre d'amplitude si z(t) est réel.

Remarque. Retard et spectre d'amplitude

La propriété de retard z(t — 7) ERN e~2™I7T X (f) montre que retarder un signal ne modifie pas son spectre
d’amplitude | X (f)| mais décale linéairement son spectre de phase de —27 f7. Cela permet de choisir librement
I'origine des temps pour simplifier un calcul, puis de corriger la phase a posteriori.

Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 4
Soit 2 p(t) I'observation d'un signal sinusoidal x(t) = cos(27 fot) a travers une fenétre rectangulaire de durée
T

xp(t) = cos(2m fot) - T, (¢)

Déterminer Xp(f) = TF{xp(t)}.

Solution.
Il s’agit d'un produit : on applique la proprieté TF{z -y} = X x Y.
On sait : .
T F{cos(2m fot)} = B [6(f = fo) +6(f + fo)]
TF{(t)} = 7sinc(n7f)
Donc :

Xp(f) = 5 [8(F ~ fo) + 6(7 + fo)] # 7sinc(rr )

La convolution avec une impulsion de Dlrac est un simple décalage :

T sine(nr(f — fo)) + sine(rr(f + fo))]

Xp(f) = 3

Commentaire : Le spectre de xp(t) est la somme de deux sinc centrés en £ fj. Plus la fenétre 7 est longue,
plus les lobes sont étroits et plus I'observation est fidéle. Pour 7 — 400, le sinc tend vers un Dirac et on
retrouve le spectre discret de x(t).
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4.3 Calculer la transformée de Fourier d’un signal 7T-périodique

Méthode.
Un signal T-périodique n'est pas a énergie finie, mais on peut calculer sa TF & partir de son DSF :
1. Calculer le DSF de xz(t) : x(t) = Y.0°° A e/ avec w = 21/T = 2 fy.

. Appliquer T F{e?™Ffot} = §(f — kfy) a chaque terme.

3. Conclure :

N

+oo
X(f)= > Md(f—kfo)

k=—o0

Le spectre est un peigne de Dirac pondéré par les \j.
4. Densité spectrale de puissance : S, (f) = | X (f)|*> = .. |[A\e|*6(f —kfo) (au sens des distributions).

5. Puissance par Parseval : P, = fj;o Se(f)df =30 |1 Ml?

Remarque.

Le spectre d'un signal périodique est discret (raies); celui d'un signal apériodique a énergie finie est continu.
La transformée de Fourier unifie les deux cas : les raies sont des Dirac, les spectres continus sont des fonctions
ordinaires.

Exemple. Application n°l — tiré du DE 2025/2026
Un signal x(t) périodique est représenté par son chronogramme et son spectre d'amplitude ci-contre. Le spectre
montre des raies en f =0, f = fo, f = 2fo d’amplitudes respectives |A\g| = 1/4, |Ay1| =1/4, |A12| =1/8.

1. Rappeler I'expression générale de X (f) pour un signal T-périodique.
2. Exprimer la densité spectrale de puissance S, (f).
3. Calculer numériquement la puissance P,.

4. Quelle condition sur la fréquence d'échantillonnage Fs garantit la restitution fidéle du signal ?

Solution.
1. Expression de X (f) :

“+oo
X(f)= > Md(f—kfo)

k=—o0
X (I
Nol=Ixt1l=%
t | T i
! !
—2fo —fo 0 fo 2fo
2. Densité spectrale de puissance :
—+o0
S = XN =D l*6(f —kfo)
k=—o00
3. Calcul de P, par Parseval :
+oo
Po= > %l =1l + 200 +2[x2f
k=—oc0
(Y (Y (Y L2 2 a8 2
- \4 4 8) 16 16 64 64 64 64
14 7
P=—=—r~021
2= 51 = gp 02
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Vérification possible par intégrale directe sur une période si le modéle de x(t) est connu.
4. Condition de Shannon (voir section 4.5) : Le signal x(¢) contient des composantes jusqu'a la fréquence
maximale Fi,.x = 2fo. Pour une restitution fidéle :

| Fs > 2 Fnax = 4f0|

4.4 Calculer la densité spectrale d’énergie et appliquer Parseval

Définition. Densité spectrale d'énergie et de puissance

e Signal a énergie finie : densité spectrale d'énergie S.(f) = |X(f)|>.
Identité de Parseval-Plancherel :

B= :o R :O xX(pPdr= [ j Su(1) df

e Signal T-périodique : densité spectrale de puissance S, (f) = >, [Mk|?6(f—Fkfo), et Po = [ Su(f)df =
>k [Ae? (Parseval du DSF).

Méthode.
Pour calculer I'énergie d’un signal ou la bande de fréquence contenant un pourcentage donné de I'énergie :

1. Calculer X (f) (ou utiliser la table).
2. Former S, (f) =|X(f)|? et simplifier.
3. Intégrer fjooj S (f)df pour obtenir E,. Si l'intégrale est difficile en fréquence, calculer E, directement

en temps : [ 2?(t) dt (les deux méthodes donnent le méme résultat par Parseval).

4. Bande a p% : résoudre figB S.(f)df = 55 Ex pour trouver la demi-largeur de bande B. Utiliser

T dt
0 1+t2

= arctan(z) pour les filtres du 1¢ ordre.

Exemple. Application n°1 — densité spectrale d'une porte, tiré du TD Chap. 4
Soit I, (¢) une porte de largeur 7.

1. Exprimer I1,(f) = TF{IL,(t)} et en déduire Sri(f).

2. Calculer I'énergie de IL,(t) de deux maniéres différentes, sachant que fj;f(%)z dr =m.

Solution.
1. Transformée et DSE : D’aprés la table (section 4.1) :

- . _ sin(n7f)
IL (f) = Tsinc(n7 f) = T
(P = (RETHY
Su(r) = I (P = (270
2. Calcul de I'énergie :
Meéthode temporelle : TL,(t) = 1 sur [—7/2,7/2], nul ailleurs.
T/2
E= 17 dt =
—7/2

Meéthode fréquentielle (vérification par Parseval) :
Feo +o sin(rrf)\
p= [ Csunar= [ (M)
Changement de variable z = w7 f (df = dz /(7 7)) :

. 2
72 1 teo fsina 72

= 5 TT dr = ——-m=T
(77)? 7T . x m2T

Les deux méthodes concordent. v
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Exemple. Application n°2 — fréquence de coupure 3 50 %, tiré du TD Chap. 4
Soit z(t) = Ah(t) e=“0 la réponse impulsionnelle d'un filtre passe-bas du 1¢ ordre. Déterminer la bande de
frequence [— B, B] contenant 50 % de I'énergie totale de xz(t).

Solution.
Energie totale :

+oo 1 A2
E, = / Alemolgt = A% — = —
0 2w 2w
Transformée de Fourier :
A A?
X = - S [
(D= 5577 N =

Energie dans [-B, B] :

B A2 P d
EBZ/ i A 7/ —fz
_pwi +4nzf wi J_p 14+ (2nf/w)

Changement de variable u = 27 f /wy :

A% w [FBleo gy A? 2B A? 2B
= — —_— = -2arctan| —— )| = — arctan| ——

wid 2w —onBJw, 1 U 27wy wo TWo wo

Condition a 50 % :
1 A2 (271'B> A2
Ep=—-F, =— —arctan| — | =

2 TTWo Wo o 40.)0
<27TB> T 2B
arctan| — | =—- — — =1
wo 4 wo
wWo
B = — = J¢
2T !

La bande contenant 50 % de I'énergie est exactement [—f., f.], ou f. = wo/(27) est la fréquence de coupure
du filtre.

4.5 Appliquer le théoréme de Shannon a I’échantillonnage

Propriété. Théoréme de Shannon
Soit x(t) un signal en bande limitée : X (f) = 0 pour |f| > Fax. Lorsqu'on I'échantillonne a la fréquence
Fs = 1/Tg, le spectre du signal échantillonné est la répétition périodique de X (f) a la fréquence F :

+o0
Xeen(f) =Fs Y, X(f —kFs)

k=—o00

Condition de Shannon (absence d’aliasing) :

Si cette condition est vérifiée, les répétitions spectrales ne se chevauchent pas et le signal original peut étre
restitué parfaitement par un filtre passe-bas de fréquence de coupure Fgs/2.
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Méthode.

. Identifier la fréquence maximale Fy,.x du signal (fréquence de la composante spectrale la plus haute).
Pour un signal périodique dont le DSF est connu : Fy,., est la fréquence du dernier harmonique non
nul.

2. Appliquer la condition de Shannon : Fg > 2F}, 4.

3. Diagnostiquer le repliement spectral (aliasing) si Fis < 2F},,.x : les copies spectrales se chevauchent ;
la fréquence apparente d'une composante a fy devient faias = |fo — k Fis| pour I'entier k& qui minimise
cette expression.

Remarque. Fréquence de Nyquist

La fréquence Fg/2 est appelée fréequence de Nyquist. Toute fréquence fo > Fs/2 présente dans le signal se
replie autour de Fg/2 et apparait dans le spectre discret a la fréquence fajias = | fo mod Fs| ou Fs — fq selon le
cas. En pratique, on applique un filtre anti-repliement (passe-bas de coupure Fs/2) avant I'échantillonnage
pour éliminer les composantes au-dela de Nyquist.

Exemple. Application n°1 — tiré du DE 2025/2026

On reprend le signal z(t) de la section 4.3 dont le spectre d'amplitude présente des raies aux fréquences 0,
fo. 2fo (et leurs symétriques). Quelle est la condition sur Fs qui garantit la restitution fidéle de z(t) aprés
échantillonnage ?

Solution.

Le signal x(t) contient des composantes spectrales jusqu'a la fréquence maximale Fiax = 2fo (harmonique
de rang 2).

Par le théoréme de Shannon, la condition d'échantillonnage sans aliasing est :

FS>2Fmax:2X2f0:4f0

Interprétation : si I'on échantillonne & Fg = 4f, exactement (limite théorique), la raie & 2f; se retrouve
exactement a la fréquence de Nyquist F5/2 = 2f; : la restitution est a la limite; en pratique on choisit Fg
nettement supérieure a 4f; (typiquement Fg = 10f en instrumentation) pour laisser de la marge au filtre
anti-repliement.

Exemple. Application n°2 — diagnostic de repliement spectral, tiré du TD Chap. 4
Un signal sinusoidal de fréquence fy = 7192 Hz est échantillonné & Fg = 8000 Hz. Vérifier la condition de
Shannon et calculer la fréquence apparente (alias) observée.

Solution.

Vérification de Shannon : 2F, .. = 2 x 7192 = 14384Hz > Fg = 8000Hz. La condition n'est pas
respectée : il y a aliasing.

Calcul de I'alias : La fréquence apparente d'une composante a fy aprés échantillonnage a Fs est fajias =
|fo — k Fs| pour I'entier k le plus proche de fy/Fs. Ici fo/Fs = 7192/8000 = 0,899, donc k =1 :

falias = |7192 — 1 x 8000| = | 808 Hz

Le signal de 7192 Hz est percu comme un signal de 808 Hz (nettement plus grave), ce qui est audible expéri-
mentalement.
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Transformation de Laplace

Acquis d’Apprentissage.
e Calculer la transformée de Laplace d'un signal causal usuel et appliquer les propriétés (linéarité, retard,
atténuation, dérivation, intégration).
e Inverser une transformée de Laplace par décomposition en éléments simples.

e Analyser la réponse d'un systéme linéaire (réponse impulsionnelle, réponse indicielle, valeur initiale, valeur
finale).

e Résoudre une équation différentielle a coefficients constants par la transformée de Laplace.

Récap.
La transformée de Laplace monovalente d'un signal causal z(t) (défini pour ¢ > 0) est :

+oo
X(p) = TL{x(t)} = /O s(t)ePdt, p=a+jBeC

C'est une généralisation de la TF : en posant p = 2j7f, on retrouve la transformée de Fourier (sous réserve
de convergence).

Transformées usuelles & connaitre :

x(t) X(p) =TL{z(t)}
5(t) 1
5(t — 0) e’
1
h(t) D )
h(t) e~at
pta
h(t)t ]%
—at L
h(t) te (p + CL)2
Mpeost) g
h(t) sin(wt) =2 w_i
—at p “
e eoset) Lt
h(t) et sin(wt) P+ a)? + w2
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5.1 Calculer la transformée de Laplace d’un signal causal et appliquer les proprié-
tés

Propriété. Propriétés fondamentales de la TL
Soient z(t) LN X(p) et y(t) TE, Y (p), tous deux causaux.

Propriété Signal temporel Transformée
Linéarité ax(t) + By(t) aX(p) + BY (p)
Retard x(t—7)h(t—7) e PTX(p)
Atténuation e~ %z (t) X(p+a)

1
Changement d'échelle  z(at) 7X<£)

a \a
Dérivation x'(t) pX(p) —x(07)
Dérivation 2¢ x(¢) p?X(p) —px(07) —2/(07)

¢

X

Intégration / x(7)dr X(p)
0 p

Convolution x(t) x y(t) X(p)-Y(p)

dX
Dérivation de X (p) —tax(t) —

dp
Valeur initial li t li X

aleur initiale t_l}r(r)&m() plm P (p)

Valeur finale tilgrnoox(t) 11)1_>r%pX( D)

Méthode.
Pour calculer X (p) = T L{z(t)} :

. Identifier si x(t) figure directement dans la table. Si oui, appliquer directement.

. Sinon, décomposer x(t) en opérations élémentaires (retard, atténuation, dérivation, produit par t) et
appliquer la propriété correspondante.

. Pour les signaux périodiques causaux constitués d'un motif m(t) répété de période T

M (p)

X0) =1~

ou M(p) = TL{m(t)} (TL du motif sur une seule période).

4. Veérifier par les théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale si les limites sont connues.

La propriéte TL{—tz(t)} = 4X est trés utile pour calculer des transformées du type te~%, t cos(wt), etc.,
sans repasser par |'intégrale de def|n|t|on
Exemple : TL{te * h(t)} = ——(m> = (pia)Q.

Exemple. Application n°l — tiré du DE 2025/2026
Soient z(t), z(t) = e~ *z(t) et r(t) = at z(t) définis pour ¢t > 0, avec a € RY.

1. Rappeler la définition de X (p) = T L[z(t)].
2. Exprimer Z( ) = T L[z(t)] en fonction de X (p).
3. Calculer ¥ et en déduire R(p) = TL[r(t)].

Puis appliquer a 33( ) = Ah(t).

| Remarque. Propriété de derlvatlon de X(p)
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Solution.
1. Définition :

+oo
X(p) = /0 x(t)e Pt dt

2. Transformée de z(t) = e~ x(t) par la propriété d’atténuation :

[Z(p) = X(p+a)]

3. Transformée de r(t) = at z(t) = —a (—t) z(t) par la propriété de dérivation de la transformée :
az d
—tz(t)}=—=—X =X’
TL{=t2(t)} = 50 = X+ a) =X (p+a)

Donc TL{tz(t)} = —-X'(p+a), et :

|R(p) = TL{at2(t)} = —a X'(p+a) |

Application a z(t)

= Ah(t) :
X(p):%, A A A

Ro) =~ (~Giap) = Gray

5.2 Inverser une transformée de Laplace par décomposition en éléments simples

Méthode. Décomposition en éléments simples (DES)

Pour inverser X (p) = % :

1. Veérifier le degré : si deg N > deg D, effectuer la division euclidienne de N (p) par D(p) pour obtenir

X(p) =Qp) + N/((pp)) avec deg N’ < deg D. (Q(p) correspond a des dérivées de §(¢).)

2. Factoriser D(p) en facteurs :

e 1 espéce : (p+ a)™ avec a réel (racine réelle de multiplicité n).
e 2¢ espéce : (p® + ap + b)"™ avec a? — 4b < 0 (paire de racines complexes conjuguées).
3. Ecrire la décomposition :

N’(p) Az ij+ Oj
=5 = 4 +
D(p) 2 (P + a;)" 2 (P? + a;p + b;)™

( J

4. ldentifier les coefficients par :
o Pole simple réel p = —a; : A; =lim,,_,,(p+ a;) X(p).
o Pole multiple : dériver (p + a)" X (p) et évaluer en p = —a.

e Pdle complexe / 2¢ espéce : réduire au méme dénominateur et identifier par égalité des coeffi-
cients.

5. Inverser terme a terme a |'aide de la table.
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Remarque. Mise sous forme canonique du 2¢ ordre
Un facteur p? + ap + b sans racine réelle (a? < 4b) s'écrit :

2
(p+a)* +w? avec a:g, W= b—az

Les inversions utiles sont alors :

1 Tt
T+

| p—
—e “si t) h(t
o sin(wt) h(t)

pta 7L

PR e~ cos(wt) h(t)

Exemple. Application n°1 — tiré du TD Chap. 5
Déterminer les originaux de :

1 3p p+1
Xp)=———, Y@p)=—r—\  Zp) =
(») p?+3p+2 () p?+4p+4 () p?+4
Veérifier chaque résultat aux limites par les théorémes VI/VF.
Solution.
Signal z(t) — X(p) = m : Deux poles simples réels en p = —1 et p = —2.
A B
=——+—
() p+1 p+2
A= lim (p+1)X(p) = —— =1,  B= lim (p+2)X(p) = — |
= 1m = = = 1m = = —
A (v P=—3=b Jm, (p P =5

z(t) = (e7" — e ) h(t)

Vérif. VI : limp oo p X (p) =0 =2(0"). v Vérif. VF : limy_op X (p) =0 = z(+00). v
Signal y(t) — Y (p) = @72)2 : Péle double réel en p = —2.

A . B
(p+2)2 p+2

Y(p) =

Réduire : 3p = A+ B(p+2). En p=—2: A = —6. Par identification du coeff. de p : B = 3.

—6 3

O TR A

L y(t) = (6t +3) e 2 h(t) = 3(1 - 20) e > (1)

Vérif. VI : limp_.oo pY (p) N 3=y(0"). v Veérif. VF : lim,_opY (p) =0 = y(+00). v
Signal z(t) — Z(p) = pp;;zl : Paire de racines complexes conjuguées p = 4-2j. On décompose sur les formes
canoniques du 2¢ ordre :

P, 1 p 12
pPt+4 pP+4 pP+4 2 pPtd

z(t) = (605(275) + ;Sin(2t)> h(t)

Vérif. VI : limp_,oo p Z(p) =1 = 2(0%). v Verif. VF : lim,_,op Z(p) = 0 (pas de limite finie car z oscille).
v
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Exemple. Application n°2 — second ordre, tiré du TD Chap. 5

Déterminer I'original de F'(p) sans recourir a la table.

- P2 I w?
Solution.
On cherche f(t) tel que TL{f()} = ;5. Les racines de D(p) = p? + w? sont p = 4jw (imaginaires
pures).
On écrit la DES sur R : 4 B
w
F(p) = - — = — + -
) (p—jw)p+ijw) p—jw p+jw
w 1 w -1
pg;lw(p Jjw)F(p) 5w 2 i = 2

£(t) = ;jejwt h(t) — %e—wt h(t) = %
| /() = sin(wt) h(?) |

Ce résultat figure dans la table et sert de référence pour toutes les inversions du 2¢ ordre.

h(t)

5.3 Analyser la réponse d’un systéme linéaire par la TL

Définition. Fonction de transfert
Pour un systéme linéaire invariant causal de réponse impulsionnelle r(¢) :

Rp) = TL{r(0) = 31

est la fonction de transfert du systéme. La sortie s(t) a une entrée e(t) s'obtient par :

S(p) = R(p) - B(p) T s(t) = r(t)  e(?)

Méthode.
Pour déterminer la réponse d'un systéme a une entrée donnée :

1. Calculer E(p) = T L{e(t)}.
2. Former S(p) = R(p) - E(p).
3. Inverser S(p) par DES pour obtenir s(t).
4. Veérifier par les théorémes :
e Valeur initiale : s(07) = lim,_, yoo p S(p).
e Valeur finale : s(+00) = lim,_,op S(p) (valable si s(t) admet une limite finie).
Pour la réponse indicielle (e(t) = h(t)) : E(p) = 1/p, donc S(p) = R(p)/p.

Pour un systéme stable (tous les péles de R(p) ont une partie réelle strictement négative), la réponse en
fréquence s'obtient en substituant p = 2jx f dans R(p) :

1 .
R(2jnf) = —F (filtre passe-bas 1¢" ordre)
L+77,

C'est la fonction de transfert en régime sinusoidal permanent, reliée a la TF de la réponse impulsionnelle.

Exemple. Application n°1 — réponse indicielle RC, tiré du TD Chap. 5
On consideére un circuit RC série (résistance R, condensateur C) dont les entrées-sorties vérifient :

vg(t) = szl}—ts +wvg(t), 7=RC

‘ Remarque. Lien TF — TL pour les systémes stables
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Le condensateur est initialement déchargé (vs(0~) = 0). Déterminer R(p), la réponse impulsionnelle r(t) et

la réponse indicielle vg(t) a v (t) = 5h(t).

Solution.

Fonction de transfert : On applique la TL a I'équation différentielle (conditions initiales nulles) :

E(p) = 7[pVs(p) —vs(07)] + Vs(p) = (14 7p) Vs(p)

=0

_ Vs(p) 1 1/7’

B =Fp) ~Tom prijr

Réponse impulsionnelle :

r(t):Tﬁ_l{ LT }: Lot n

p+1/7 T

Réponse indicielle a vg(t) = 5h(t) :

5 5 5/7
V f— R R — f—
s(p) ) p p(l+7p) plp+1/7)
. 5/ _ A B
DES: s = v T orism
i 5/7 5/7 . 5/T 5/T
A=limp  — 1 210 _§ B= 1 1/7) - - =5
oot ppr1/r) T 1r pelfrf/f(er /7) plp+1/7)  —1/7

vs(t) =5 (1 - e*t/f) h(t)

0 T 2T 37 4T
t

Vérif. VI : vs5(0") = 0 (condensateur initialement déchargé). v/
Vérif. VF : vg(+00) = 5V (condensateur chargé a la tension d’entrée). v/

Exemple. Application n°2 — réponse indicielle du DE 2025/2026

On reprend le systéme de I'exemple 5.1 dont la fonction de transfert est R(p) = ta?

57

aA

(avec x(t) = Ah(

donc a joue le réle d'une constante de temps inverse). Calculer y(t), la réponse a I'entrée échelon e(t) = A h(

Solution.
Transformée de la sortie :

DES :

Ci = limp- —
TR a2 T @ T a
aA? aA?
Cy = i 2, e P
2= lim (p+a) plp+a)*  —a
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Pour Cs3 : réduire au méme dénominateur et identifier les coefficients de p? : aA? = C1(p + a)? + Cop +
Csp(p +a) ]
Coeff. de p? : 0=C1 +C3 = C3 = —C; = -4

a

B Az/ai A? 7A2/a

Y p (p+a)? p+a
Inversion :
y(t) = 4° [i B (i * t) 6_‘”} h(t) = % (1= (1+at) e~ h(t)

Vérif. VI : y(07) =0. v

Vérif. VF : y(+o00) = A*/a. v

Cohérence avec Chap. 3 : en posant a = 1/T et A — A, on retrouve le résultat y(t) = AT[1 — (1 +
t/T)e~/T| h(t) de I'exemple 3.3. v’

5.4 Reésoudre une équation différentielle & coefficients constants par la TL

Méthode.
1. Appliquer la TL a chaque membre de |'équation différentielle, en utilisant la propriété de dérivation :
TL{'(t)} =pX(p) —2(07)
TL{z"(t)} = p* X (p) —p2(07) — 2'(07)
2. Substituer les conditions initiales 2(07), 2/(07), etc.
3. Isoler X (p) (ou Y(p), etc.) algébriquement.

4. Inverser par DES pour obtenir x(t).

5. Veérifier par les théorémes VI/VF ou en réinjectant dans I'équation différentielle.

Remarque. Conditions initiales

La TL monovalente intégre naturellement les conditions initiales dans le calcul. Si les conditions initiales sont
toutes nulles (systéme au repos), la propriété de dérivation se simplifie : TL£{z(™(t)} = p"X(p), et on
retrouve directement la fonction de transfert R(p) = S(p)/E(p).

Exemple. Application n°1l — tiré du TD Chap. 5
Soient x(t) et y(t) = 2’/ (t) définis pour ¢t > 0 vérifiant :

2" (t) + 32" () + 2z(t) =0, y(07)=0, =z(07)=1

1. Exprimer TL{x'(t)} et TL{y'(t)} en fonction de X (p), Y (p) et des conditions initiales.
2. En déduire X (p).

3. Déterminer z(t) par inversion de X (p).

Solution.
1. Transformées des dérivées :

y(t) = 2'(t), donc Y(p) = pX(p) —2(07) =p X(p) — 1.

y'(t) = 2" (¢), donc :
TLL' (1)} =pY(p) —y(07) =pY(p) —0=pY(p)

2. Expression de X (p) :
On applique la TL a I'équation =" (t) + 32/ (t) + 2x(t) =0 :

p’X(p) —pz(07) —2'(07) +3[pX(p) —z(07)] +2X(p) =0
lciz(07)=1et2’(07)=y(0")=0:

p’X(p) —p+3pX(p) —3+2X(p) =0
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X(p)(p2+3p+2) =p+3

p+3 p+3
X(p) = - =
P+3p+2 (p+1)(p+2)
3. Inversion par DES :
A B
Xp)=—7-+—
() p+1 p+2
-1
A= lim (p+1) p+3 = +3:2
p——1 p+1)p+2) -1+42
. p+3 -243
B=1 +2 = =-1
(P )(p+1)(p+2) —2+1

z(t) = (2¢7" — e ") h(t)

Vérif. VI : z(0T)=2—-1=1=2(07). v
Vérif. VF : z(400) = 0 (systéme stable, équation homogene). v/
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