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Convexité des fonctions

Acquis d’Apprentissage.

e Savoir calculer le gradient et la matrice Hessienne d'une fonction de plusieurs variables.

e Savoir caractériser la convexité et la convexité stricte d'une fonction a partir de sa Hessienne.

e Connaitre les deux techniques : critére de Sylvester et étude des valeurs propres.

1.1 Calculer le gradient et la matrice Hessienne d’une fonction

Méthode.
Soit f : R™ — R une fonction de classe C2.

1. Gradient V f(z) : vecteur colonne des dérivées partielles premiéres,
of
Oxy
Vi@)=1] :
of
02y

2. Hessienne V2 f(x) : matrice n x n des dérivées partielles secondes,

A R o
Ox? 0x10x
9 f ! "
2 _ _ - .
I iy |
0z, 0% ox?

Par le théoréme de Schwarz, cette matrice est symétrique.

3. Vérifier si V2f est constante (elle ne dépend pas de x) : c’est souvent le cas pour les fonctions

polynomiales du second degré, ce qui simplifie grandement I'étude.

Remarque.

Pour une fonction quadratique f(z) = 27 Qx + aTz + b avec Q symétrique, on a directement V2f(z) =

2@ (matrice constante). En particulier, pour une fonction de la forme f(x,y,z)
termes linéaires + ¢, la Hessienne est diagonale avec V2 f = diag(2a, 283, 27).

ax? + By + 722 +



Exemple. Application — Annale 2025, Exercice 2
Calculer le gradient et la Hessienne de

f(z,y,2) = 22 + 3y% + 1022 — 4z — 24y — 202 + 25, (z,y,2) € R3.

Solution.
On dérive terme a terme par rapport a chaque variable :

2 —4
Vf(fE,y7Z): 6y—24
20z — 20
On dérive a nouveau pour obtenir la Hessienne :
2 0 0
Vif(z,y,2)= [0 6 0
0 0 20

La Hessienne est diagonale et constante (elle ne dépend pas de (z,v, 2)).

1.2 Déterminer la convexité d’une fonction via sa Hessienne

Propriété. Caractérisation par la Hessienne
Soit f : R™ — R de classe C2. Alors :

e f est convexe sur R" si et seulement si V2 f(x) est semi-définie positive pour tout x.

e f est strictement convexe sur R" si V2 f(z) est définie positive pour tout x.

Méthode. Technique 1 : valeurs propres (matrice diagonale ou symétrique)
Si V2f est diagonale, ses valeurs propres sont les éléments diagonaux.
Dans le cas général, on calcule les valeurs propres Ay, ..., \, de V2f et on conclut :

1. Si toutes les valeurs propres sont > 0 : V2f est définie positive = f est strictement convexe.

2. Si toutes les valeurs propres sont > 0 (avec au moins un = 0) : V2 f est semi-définie positive = f est
convexe (mais pas strictement).

3. Si toutes les valeurs propres sont < 0 : V2 f est définie négative = f est strictement concave.

4. Si toutes les valeurs propres sont < 0 (avec au moins un = 0) : V2f est semi-définie négative = f
est concave (mais pas strictement).

5. Si les valeurs propres sont de signes mixtes (certaines > 0, d'autres < 0) : f n'est ni convexe ni
concave.

Si V2f est constante, la conclusion vaut pour tout & € R™.

Remarque. Calcul des valeurs propres d'une matrice non diagonale
Lorsque V2 f n'est pas diagonale, les valeurs propres A se calculent en résolvant I'équation caractéristique :

det(V2f — XI) = 0.

En pratique, pour une matrice n X n :
1. Former la matrice V2f — AI en soustrayant \ sur chaque élément diagonal.
2. Calculer son déterminant : on obtient un polynéme en X de degré n, appelé polynéme caractéristique.
3. Résoudre ce polynéme pour trouver les n valeurs propres A1, ..., A, (réelles car la Hessienne est symé-
trique).

Exemple en dimension 2 : pour A = ((Z Z) I'équation caractéristique est :
det(A—XI) = (a—N)(d—\) —b*=0

& M —(a+dI+ (ad —b*) =0.



On résout ce trinbme du second degré pour obtenir A; et As.

Remarque pratique : en dimension 3 et au-dela, le calcul du polynéme caractéristique devient fastidieux.
C'est pourquoi le critére de Sylvester (méthode 1.2) est souvent préféré pour les cas stricts en dimension 3.

Exemple. Application n°1 — Annale 2025, Exercice 2
La fonction f(z,y,2) = 2? + 3y? + 1022 — 42 — 24y — 20z + 25 est-elle convexe ? Strictement convexe ?

Solution.
On a calculé V2f = diag(2, 6, 20). La matrice est diagonale, donc les valeurs propres sont directement :

AM=2>0, A=6>0, A3=20>0.

Toutes les valeurs propres sont strictement positives, et la Hessienne est constante.

Conclusion : V2 f est définie positive pour tout (z,v,2) € R, donc ‘ f est strictement convexe sur R? |.

Méthode. Technique 2 : critére de Sylvester (matrice symétrique)
Le critére de Sylvester s’applique uniquement aux matrices symétriques. |l consiste a calculer les mineurs
principaux dominants m;, (déterminants des sous-matrices k x k en haut a gauche) :

1. mi=an

2 _|a11 ai12
mo =
a1 Q22
3. mg = det(V2f) (en dimension 3)
Conclusion :

o Sitous les my, > 0 : V2f est définie positive = f est strictement convexe.

e Si les my, alternent en signe (m; < 0, may > 0, mg < 0, ...) : V2f est définie négative = f est
strictement concave.

e Sinon : Sylvester ne permet pas de conclure = utiliser la méthode des valeurs propres.

Remarque.
Deux points importants :

¢ Condition d’application : la matrice doit &tre symétrique. C'est toujours le cas de la Hessienne V2 f
(par le théoréme de Schwarz), donc ce critére est systématiquement applicable dans ce cours.

e Limite du critére : Sylvester ne fonctionne que pour les cas stricts (définie positive ou négative). Pour
conclure a la convexité simple ou a la concavité simple (matrices semi-définies), les mineurs dominants
ne suffisent pas, il faut alors calculer les valeurs propres (tous > 0 = convexe; tous < 0 = concave).

Exemple. Application n°2 — Annale 2024, Exercice 2
La fonction f(z,y,2) = 2? + y? + 2% — 2y — yz est-elle convexe ? Strictement convexe ?

Solution.
On calcule le gradient et la Hessienne :

20 —y 2 -1 0
Vi=|2y—2—2|, Vif=|[-1 2 -1
2z —y 0o -1 2

La Hessienne est symétrique et constante. On applique le critére de Sylvester :

my =2>0,
2 -1
mQ‘_l 2‘413>0,
2 -1 0
my=|-1 2 —1|=24-1)+1(-2-0)=6-2=4>0.
0o -1 2



Tous les mineurs sont strictement positifs.

Conclusion : V2 £ est définie positive pour tout (z,, z) € R?, donc | f est strictement convexe sur R? |.

Récap.
Pour déterminer la convexité d'une fonction f de classe C? :

e Calculer V2f (Hessienne), toujours symétrique par le théoréme de Schwarz.

e Si V2f est diagonale — valeurs propres = éléments diagonaux — conclure directement avec le tableau
ci-dessous.

e Si V2f n'est pas diagonale :
e cas strict recherché — critére de Sylvester (mineurs my,ms, mg3) : rapide et suffisant.

e cas semi-défini possible — calculer les valeurs propres via det(V2f — A\I) = 0 : seule méthode
fiable.

e Si V2f est constante, la conclusion est valable sur tout R™.

Valeurs propres Nature de f

Toutes > 0 Strictement convexe
Toutes > 0 Convexe (pas strictement)
Toutes < 0 Strictement concave
Toutes <0 Concave (pas strictement)
Signes mixtes Ni convexe ni concave




Optimisation sans contrainte

Acquis d’Apprentissage.
e Savoir trouver les points stationnaires d'une fonction de plusieurs variables.
e Savoir conclure sur I'existence, la globalité et I'unicité d'un minimum.

e Savoir démontrer les deux théorémes de cours les plus souvent demandés a |'examen.

1 Trouver les points stationnaires d’une fonction

Méthode.
Un point Z € R™ est un point stationnaire de f si V f(Z) = Ogn.

1. Calculer V f(z) (voir méthode 1.1).
2. Résoudre le systéme V f(x) = 0, c'est-a-dire :
of _y OF _, of _

= = 0.
0x1 T Oxg ’ " Oz,

3. Résoudre le systéme par substitution ou par combinaisons linéaires jusqu'a trouver la (ou les) solution(s).

4. Conclure en indiquant le nombre de points stationnaires trouvés.

résout indépendamment. C'est le cas le plus simple et le plus fréquent & I'examen.

Exemple. Application n°1 — Annale 2025, Exercice 2
Trouver les points stationnaires de

f(z,y,2) = 22 + 3y% + 1022 — 4o — 24y — 20z + 25.

Solution.
On résout Vf(x,y,2) =0

20 — 4 0 20-4=0 T =2
by —24 | =0 <= (6y—24=0 — qy=4
20z — 20 0 202 —20=0 z=1.

Les équations étant découplées (Hessienne diagonale), chaque variable se résout directement.

Conclusion : f admet un unique point stationnaire (Z,7,2) = (2, 4, 1) |

2.
Remarque.
Si la Hessienne V2 f est diagonale, les équations du systéme V f = 0 sont découplées : chaque variable se



Exemple. Application n°2 — Annale 2024, Exercice 2
Trouver les points stationnaires de

flz,y,z) =22 +y* + 22 — 2y — yz.

Solution.

On résout Vf(z,y,2) =0
(1)2zx—y=0
2)2y—x—2=0
(3)2z—y=0.

De (1) :y=2z. De(3):y=2z doncz:%:x.

On substitue dans (2) : 2(22) —z —z =4z —2x=2:=0=2=0.
On en déduit y =0 et 2 =0.

Conclusion : f admet un unique point stationnaire | (0, 0, 0) |

2.2 Conclure sur P’existence et 1’unicité d’un minimum global

Propriété. Minimum d’'une fonction strictement convexe
Soit f : R™ — R différentiable et strictement convexe.

e Si f admet un point stationnaire Z (i.e. Vf(Z) = 0), alors Z est |'unique minimum global de f sur
R™ (et aussi minimum local).

e Le minimum est unique car f est strictement convexe.

e Le minimum est global car pour une fonction convexe, tout minimum local est aussi global (voir méthode
2.3).

Méthode.
Pour conclure sur la nature des points stationnaires d'une fonction sans contrainte, deux cas se présentent
selon que la Hessienne est constante ou non.
Cas 1 : V2f constante (fonction globalement convexe/concave)
1. Veérifier la convexité de f sur R™ via V2f (chapitre 1) : la conclusion vaut partout.
2. Trouver le(s) point(s) stationnaire(s) (méthode 2.1).
3. Conclure directement selon la nature de f :
e f strictement convexe — le point stationnaire est |'unique minimum local, global et unique.
e f strictement concave — le point stationnaire est |'unique maximum local, global et unique.

e f convexe (non stricte) — les points stationnaires sont des minima globaux, mais pas nécessai-
rement uniques.

Cas 2 : V2f non constante (fonction ni globalement convexe ni concave)
1. Trouver tous les points stationnaires en résolvant V f = 0 (le systéme peut étre non linéaire — plusieurs
solutions possibles).

2. Pour chaque point stationnaire z, évaluer V2 f(Z) et étudier le signe de ses valeurs propres :
e Toutes > 0 — Z est un minimum local.
e Toutes < 0 — & est un maximum local.
o Signes mixtes — Z est un point selle (ni min ni max).
e Au moins un = 0 — test non concluant, analyse complémentaire nécessaire.

3. Un minimum local n'est pas nécessairement global : sans convexité globale de f, on ne peut pas
conclure a la globalité.



Remarque.

Le signal qui distingue les deux cas est simple : si V2 f contient des termes en x, y ou z, elle n’est pas constante
— on est dans le Cas 2. Si V2f ne dépend d’aucune variable (ce qui est toujours le cas pour les fonctions
polynomiales de degré < 2), on est dans le Cas 1.

Exemple. Application n°1l — Annale 2025, Exercice 2 (Cas 1)
Analyser I'existence d'un minimum local, global et unique de

f(z,y,2) = 22 + 3y% + 1022 — 4z — 24y — 20z + 25.

Solution.

D’aprés la méthode 1.2 (Application n°1), f est strictement convexe sur R? (V2 f = diag(2, 6, 20), constante,
définie positive).

D’aprés la méthode 2.1 (Application n°1), f admet un unique point stationnaire (2,4, 1).

Conclusion : Comme f est strictement convexe sur R3,

‘(2, 4, 1) est I'unique minimum local, global et unique de f sur R3.‘

Exemple. Application n°2 — Cas 2 : plusieurs points stationnaires
Analyser les points stationnaires de

flzy) =a° =3z +y* — 4y.

Solution.
1. Gradient et points stationnaires :

322 -3 0 2 =1 r=1louz=-1
Vf(zx,y) = = <~ —
hid (2?/—4) (0> {y=2 {y=2-
On trouve deux points stationnaires : A = (1,2) et B = (—1,2).

V2 f(x,y) = (653 2) :

2. Hessienne :

En A= (1,2):

V2f(1,2) = <8 g) = A =6 >0, Ay =2 > 0 = définie positive

= A = (1,2) est un minimum local.
En B =(-1,2) :

V2f(—1,2) = (06 g) = A1 = —6 <0, Ay =2 > 0 = signes mixtes

= B = (—1,2) est un point selle (ni minimum ni maximum).

Conclusion : f n'est pas globalement convexe (Hessienne non constante). ‘A = (1,2) est un minimum local

(non global), et B = (—1,2) est un point selle.
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Optimisation sous contrainte : théoréme de Karush-Kuhn-Tucker

Acquis d’Apprentissage.
e Savoir vérifier les hypothéses du théoréme KKT (convexité + condition de Slater).
e Savoir écrire le systéme KKT associé a un probléme avec contraintes inégalité.

e Savoir résoudre le systéme KKT par disjonction de cas et conclure.

1 Vérifier les hypothéses du théoréme KKT

Propriété. Théoréme de Karush-Kuhn-Tucker
Considérons le probléme convexe avec m contraintes inégalité :

min f(z) sous gi(x)<0,i=1,...,m.
zeRn

Supposons que :
e f et les g; sont de classe C! sur R”,
e f et les g; sont convexes,
e la condition de Slater est satisfaite.

Alors z* est solution du probléme si et seulement si il existe des multiplicateurs A¥ > 0 tels que le systéme
KKT soit satisfait. La solution est un minimum global.

1. Régularité : f et g; sont-elles de classe C' ? (Presque toujours vrai pour les fonctions polynomiales.)

2. Convexité de f : calculer V2 f et vérifier qu'elle est définie positive (méthodes du chapitre 1). Préciser
si f est convexe ou strictement convexe.

3. Convexité des contraintes g; : une contrainte linéaire g(x) = a”x + b est toujours convexe (et affine,
donc convexe mais pas strictement). Le vérifier explicitement.

4. Condition de Slater : exhiber un point & € R™ tel que g;(#) < 0 pour tout i. Il suffit de trouver un
exemple concret, pas besoin de justification longue.

Si toutes ces conditions sont remplies, on peut appliquer le théoréme KKT.

Remarque.

La condition de Slater exige un point strictement a I'intérieur du domaine faisable (g; < 0, inégalité stricte).
Pour une contrainte du type g(z) = a”z + b < 0, il suffit de trouver un point ott a”’x + b < 0, ce qui est
toujours possible pour une contrainte non triviale. Choisir un point simple (avec des grandes valeurs ou des
zéros) pour que le calcul soit immédiat.

Exemple. Application — Annale 2025, Exercice 3
Vérifier les hypothéses du théoréme KKT pour le probléme :

min f(z,9,2) = (x —3)>+ (y — 2)2 + (z — 1)*> sous x+2y—3z< -2

Solution.
On pose g(z,y,2) = x + 2y — 3z + 2, de sorte que la contrainte s'écrit g(z,y,2) < 0.
1. Régularité : f et g sont des fonctions polynomiales, donc de classe C>* c C!. v/

3.
Méthode.
Avant d’appliquer le théoréme KKT, vérifier dans I'ordre :




2. Convexité de f :

V2f = =2I5.

O O N
SN O
N OO

La Hessienne est diagonale et constante, avec A\; = Ay = A3 = 2 > 0. Donc f est strictement convexe sur
R3. v

3. Convexité de g : g(z,y, z) = v+ 2y — 32+ 2 est une fonction affine (linéaire + constante), donc convexe.
v

4. Condition de Slater : on cherche (z,4, 2) tel que g(&,9, 2) < 0.

Choisissons £ = —10, § =0, 2=6:

9(—10,0,6) = —10+0— 18 +2 = —26 < 0.V

Toutes les hypothéses sont vérifiées : on peut appliquer le théoréme KKT.

3.2 Ecrire le systéme KKT

Méthode.
Une fois les hypothéses vérifiées, le systéme KKT pour le probléme

min f(z) sous gi(z)<0,i=1,...,m

s'écrit en introduisant un multiplicateur A¥ > 0 pour chaque contrainte g; :

1. Stationnarité : .
V@) + > A Vgi(a®) = 0zn
=1

(un vecteur-équation = n équations scalaires).

2. Complémentarité :
Agi(z*)=0, i=1,...,m.

3. Faisabilité primale :
4. Faisabilité duale :

Remarque importante : avec m contraintes, on a m multiplicateurs et donc m + 1 cas & étudier dans la
disjonction (méthode 3.3). Pour m =1, il y a exactement 2 cas : A =0 ou A > 0.

Exemple. Application — Annale 2025, Exercice 3
Ecrire le systéme KKT du probléme :

min f(z,y,2) = (x —3)> + (y —2)> + (z — 1)? sous g(z,y,2) =x+2y—32+2<0.

Solution.
On calcule les gradients :

2(z —3) 1
Vf(x,y,z) = 2(y - ) ) Vg(z,y,z) = 2
2(z—1) -3

Le systeme KKT s'écrit (m = 1 contrainte, un seul multiplicateur A > 0) :

2z — 3) 1 0
2oy—2) | +x[ 2] =10
2(z—1) -3 0

AMz+2y—32+2)=0
r+2y—324+2<0

10



Ce qui donne les équations numérotées :

1) 2x—3)+A=0

(2) 2(y—2)+22=0

3) 2(2—1)—31A=0

(4) Ax+2y—32+2)=0
(5) x+2y—32+2<0
(6) x>0

3.3 Reésoudre le systéme KKT par disjonction de cas

Méthode.
La condition de complémentarité A\ g;(z*) = 0 impose, pour chaque contrainte ¢ :

soit Al =0 (contrainte inactive), soit g;(z*) =0 (contrainte active).

Avec m contraintes, on étudie 2" cas. Pour m =1, il y a donc 2 cas a étudier :

1. Cas1:)2=0

e Simplifier les équations de stationnarité avec A = 0.
e Résoudre pour trouver un candidat (Z, 7, Z).

Vérifier la faisabilité primale (5) : calculer ¢(Z,7, z) et vérifier < 0.

Si (5) n'est pas satisfaite : ce cas est rejeté.
2.Cas2:2>0

La complémentarité (4) impose g(z*) = 0 (contrainte active).

Exprimer x,y, z en fonction de \ depuis les équations de stationnarité.

Substituer dans g(z*) = 0 pour trouver la valeur de A.

Veérifier que A > 0 (cohérence avec I'hypothése du cas).
Veérifier la faisabilité primale (5) : avec g = 0, on a 0 < 0, automatiquement satisfait.

Conclusion : le candidat retenu (celui dont toutes les conditions sont satisfaites) est I'unique minimum
global du probléme, car le probléme est convexe et la solution KKT est a la fois nécessaire et suffisante.

Exemple. Application n°1 — Annale 2025, Exercice 3
Résoudre le systéme KKT du probléme :
min f(z,y,2) = (x —3)> + (y —2)> + (2 —1)? sous z+2y—32+2<0

dont le systeme KKT a été écrit a la méthode 3.2.

Solution.
Cas1:\=0

Les équations (1), (2), (3) donnent :
(1) =z =3, (2) =y =2, B)=z=1.
On vérifie la faisabilité primale (5) :
9(3,2,1)=3+4-3+2=6>0.

La contrainte (5) n'est pas satisfaite. Ce cas est rejeté.

Cas2: A>0

La complémentarité (4) impose g(x*, y*, z*) = 0, c'est-a-dire la contrainte est active.

11



Des équations (1), (2), (3) on tire z, y, z en fonction de A :

A 3\
2)=y=2-)\ (3):>z=1+7.

On substitue dans g(z*,y*,2*) =0

(3—;>+2@—m—3(yﬁﬁ)+2:o

On développe :

A 9A
3_244-ox-3-249-0
5 T 5 T
G—Aié;EE:O:>6—M:O:>A:g>0»’
On calcule la solution :
. . 3 18 . . 6 8 . ,.9 16
v=3-g=g, VE2-g=g F=Elig=on

18 8 16 6
Toutes les conditions KKT sont satisfaites par ( )

T T ) AN =g

Conclusion : le probléme étant convexe (hypothéses vérifiées a la méthode 3.1), le point

oy (18816
7y7 - 77777

est I'unique minimum local et global du probleme.

Exemple. Application n°2 — Annale 2024, Exercice 3
Résoudre le probléme :

min f(z,y,2) =22 + 9> +224+1 sous z4+y+2z< 3.

Solution.

On pose g(,y, z) = x+y+2+3. Les hypothéses KKT sont satisfaites : f est strictement convexe (V2 f = 213),
g est affine donc convexe, et Slater est vérifié avec par exemple (0,0, —5) : g(0,0,—-5) = =2 < 0.

Les gradients sont :

2z 1
Vi=12], Vg= 1|1
2z 1
Le systéme KKT donne :
(1) 224+A=0
(2) 2y+A1=0
(3) 2z24+A=0
4) Mz+y+2z+3)=0
(5) z+y+2+3<0
(6) A>0

Cas1:A=0
(1)7(2)3(3) =z=y=2=0.
Vérification de (5) : 0+ 0+ 0+ 3 =3 £ 0. Cas rejeté.

Cas2:2>0
(4)=z+y+z+3=0.

12



A
On substitue dans g = 0 :

s (A)vs=0 > B oy o fmasol

Donc z* = y* = 2* = —1.
Verification (5) : =1 —-1-14+3=0<0. vV

Conclusion : ‘ (x*,y",2") = (-1, -1, —=1) ‘ est I'unique minimum global du probléme.

Récap.
Schéma de résolution d’un probléme KKT avec 1 contrainte inégalité :

1. Hypothéses : f convexe, g convexe, Slater vérifie — KKT applicable.

Calcul : gradients Vf et Vg.

Systéme KKT : stationnarité + complémentarité + faisabilité primale + dualité.

Cas 1 (XA = 0) : résoudre, vérifier (5) — souvent rejeté car le minimum libre ne satisfait pas la contrainte.

Cas 2 (A > 0) : contrainte active (g = 0), exprimer z,y, z en A, substituer, trouver A, vérifier A > 0.

S e

Conclusion : le candidat retenu est |'unique minimum global.
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Régression polynomiale

Acquis d’Apprentissage.

e Savoir modéliser un probléme de régression polynomiale comme un probléme d'optimisation sans
contrainte.

e Savoir identifier les variables d'optimisation, la fonction objectif et la dimension du probléme.

1 Formuler un probléme de régression polynomiale

Définition. Régression polynomiale
Etant donné un nuage de n points Py (z1,%1), ..., Pu(Zn,yn) dans R?, la régression polynomiale de degré
< d consiste a déterminer les coefficients d'un polynéme

P(z) = ao + 17 + azx? + o+ agz?

de fagon a minimiser la somme des carrés des résidus entre les valeurs prédites P(x;) et les valeurs observées
Yi-

1. Identifier les variables d’optimisation : ce sont les d + 1 coefficients du polynéme, notés
(ag,ai,...,aq) € RIFTL
2. Ecrire la fonction objectif : c'est la somme des carrés des écarts entre chaque valeur observée y; et la

valeur prédite P(z;) :

n n

flag,...,aq) = z:(yz — P(xi))2 = z:(yZ —ag—a1m; — - — adxf)Q.

i=1 i=1
3. Formuler le probléme : il s'agit d'un probléme d'optimisation sans contrainte en dimension d + 1 :

min Ao, a1, ... ag).
(ag, a1, ...,aq) € R4+ f( 05 s , )

4. Justifier la résolution (si demandé) : la fonction f est une somme de carrés de fonctions affines en
(ag, - --,aq), donc f est convexe (et méme strictement convexe sous condition de non-dégénérescence
des points). Un minimum global existe et est unique; il s'obtient en résolvant V f = 0.

Remarque.
A |'examen, on ne demande jamais de résoudre ce probléme — uniquement de I|'écrire. Les points sont
attribués pour :

e la bonne identification des variables (les coefficients, pas les x;),
e |a forme correcte de la fonction objectif (somme de carrés),
e |a mention explicite que c'est un probléme sans contrainte en dimension d + 1.

Ne pas confondre n (nombre de points donnés, fixé) et d + 1 (nombre d'inconnues & optimiser).

Exemple. Application — Annale 2025, Exercice 4
On dispose de n points P (21,¥1), -, Pn(Zn,yn) dans R?. Ecrire le probléme d’optimisation consistant a
trouver le polynéme de degré < 4 qui approche au mieux ce nuage de points.

4.
Méthode.
Pour mettre en forme un probléme de régression polynomiale de degré < d :
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Solution.
Un polynéme de degré < 4 s'écrit :

P(z) = a + bx + cx® + dz® + ex?, (a,b,c,d,e) € R.

Les variables d’optimisation sont les 5 coefficients (a, b, ¢, d, €).
La fonction objectif est la somme des carrés des résidus :

n

fla,b,e,de) = Z(yl —a—bx; —ca? — da? — ex?)Q
i=1
= (y1 — a —bry — ca? — da’ — ex])?
+ . e

+ (Yn — a — bay, — ca? — dad — ext)?.

Le probléme est :

min a,b,c,d,e).
(a,b,qd,e)e]Rsf( s Uy &y Uy )

C'est un probléme d'optimisation sans contrainte en dimension 5.

Récap.
Régression polynomiale de degré < d sur n points :
Variables  d + 1 coefficients (ao, . . ., aq) € R4*!
n
Objectif min Z(yl —ag—a1T; — - — adxf)2
i=1
Type Sans contrainte, dimension d + 1

Convexité [ est convexe (somme de carrés de fonctions affines)
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Démonstrations de cours

Acquis d’Apprentissage.
e Savoir restituer entiérement les démonstrations des résultats fondamentaux du cours.
e Connaitre précisément les hypotheéses sous lesquelles chaque résultat est valable.

e Repérer les démonstrations qui sont systématiquement demandées en question de cours (Exercice 1, 4
pts).

5.1 Démontrer que les hyperplans et les demi-espaces sont des ensembles convexes

Propriété. Convexité des hyperplans et demi-espaces
Soit p € R™ un vecteur non nul fixé et « € R. Alors :

e I'hyperplan H = {x € R" : pT2 = a} est convexe;

e le demi-espace H = {x € R" : pTz < a} (ou pTz > «) est convexe.

Méthode. Démonstration

1. Cas de I'hyperplan.

Soient 21,79 € H, c'est-a-dire pTxy = a et pT a5 = a. Soit A € [0, 1] et considérons le point x = Az + (1 —
A)zo. Par linéarité du produit scalaire :

plz=p" (Az1+ (1= Na22) = Ap 21+ (1= N)p'za = da+ (1 - Na =a.

Donc z € H. H est donc convexe.

2. Cas du demi-espace {7 : p’z < a}.
Soient 1,79 € H, c'est-a-dire pTz; < a et pTzy < a. Soit A € [0,1] et # = Az + (1 — A)zz. Comme A > 0
et (1 —X) >0, on peut multiplier les inégalités sans changer leur sens :

ApTzy < Aa, (1= pTas < (1— N
En additionnant ces deux inégalités :
ple=ApTzi+ (1 =Nplas < da+ (1 -Na=oa.

Donc z € H. H est donc convexe.

Le raisonnement est rigoureusement identique pour {x : p”x > a} (il suffit d'inverser le sens des inégalités).
g

5.2 Démontrer que l’'intersection non vide d’ensembles convexes est convexe

Propriété. Convexité de |'intersection
Soit (C;)ier une famille (finie ou infinie) d’ensembles convexes de R”, telle que C' =
est un ensemble convexe.

1 Ci # 0. Alors C

Attention : |'union d’'ensembles convexes n’est en général pas convexe (voir remarque ci-dessous).
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5

Méthode. Démonstration
Soient z,y € C'. Par définition de I'intersection, = € C; et y € C; pour tout i € I. Soit A € [0, 1].
Comme chaque C; est convexe, on a, pour tout i € I :

Ceci étant vrai pour tout 7 € I, on en déduit :

A+ (1-XNye[)Ci=C.
el

C est donc stable par combinaison convexe, c'est-a-dire convexe. [

Le raisonnement ne dépend pas du nombre (fini ou infini) d’ensembles dans la famille : il s'applique aussi bien
a une intersection de deux ensembles qu'a une intersection infinie.

Remarque. L'union d'ensembles convexes n'est pas convexe en général
Contre-exemple : soient C; = {0} et Cy = {1} dans R, deux singletons (donc convexes, trivialement). Leur
union C7 U Cy = {0,1} n'est pas convexe : en prenant 1 =0 € C; UCy et 29 =1 € C; UCy avec A = %

le point milieu 1 -0+ 3 -1 =1 n'appartient pas & C; U Cs.

Plus généralement, dés que deux ensembles convexes sont disjoints (ou que le segment reliant un point de
I'un & un point de I'autre sort des deux ensembles), leur union n’est pas convexe.

.3 Démontrer que I’épigraphe de f est convexe si et seulement si f est convexe

Propriété. Caractérisation de la convexité par |'épigraphe
Soit f : C — R une fonction définie sur un ensemble convexe C' C R™. Rappelons que |'épigraphe de f est
défini par :

epi(f) ={(z,r) e C xR : r > f(z)}.

Alors epi(f) est un ensemble convexe si et seulement si f est une fonction convexe sur C.

Méthode. Démonstration

Sens direct (epi(f) convexe = f convexe) :

Soient z,y € C. Les points (z, f(z)) et (y, f(y)) appartiennent tous deux a epi(f) (I'inégalité r > f(x) étant
satisfaite avec égalité). Soit A € [0,1]. Par convexité de epi(f), la combinaison convexe de ces deux points
appartient encore a epi(f) :

Az, f(2)+ 1 =A) (y, f(y) = Oz + (1= Ny, Af(x)+ (1= A)f(y)) € epi(f).

Par définition de epi(f), cela signifie exactement :

M(@)+ 1 =NF) = f(Az+ (01— Ny).

C'est précisément |'inégalité de convexité de f. O

Sens réciproque (f convexe = epi(f) convexe) :
Soient (x,71), (y,7m2) € epi(f), c'est-a-dire r1 > f(x) et ro > f(y). Soit A € [0,1]. On veut montrer que
Mz, 1) + (1 = A)(y,r2) = (Az + (1 = A)y, Ay + (1 — A)r2) appartient a epi(f), c’est-a-dire :

A4 (1= Nre > f(Az + (1= N)y).
Comme A > 0et (1 —)\) >0, les inégalités r; > f(x) et ro > f(y) se combinent ainsi :
Ary 4+ (1 =XNr2 > Af(z) + (1= A) f(y).
Par convexité de f :
Af(@)+ (1= Nf(y) = fAz+ (1= N)y).
En combinant les deux inégalités précédentes :

A+ (L= Nra > f(Az+ (1= A\y),

ce qui montre que le point combiné appartient a epi(f). epi(f) est donc convexe. [J
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Remarque.

Cette équivalence est trés utile en pratique : elle permet de visualiser géométriquement la convexité d'une
fonction comme la convexité de la région au-dessus de son graphe. Elle sert aussi de point de départ pour
démontrer d'autres propriétés de stabilité de la convexité (par exemple, le fait que le maximum ponctuel
d'une famille de fonctions convexes est convexe, car epi(max, fo) = (), epi(fa), intersection d'ensembles
convexes).

5.4 Démontrer que la convexité forte implique la convexité stricte, qui implique
la convexité

Propriété. Hiérarchie des convexités
Soit f: R™ — R. Alors :

f fortement convexe = f strictement convexe = [ convexe,
mais aucune des deux implications réciproques n’est vraie en général.
Méthode. Démonstration

1. Convexité forte = convexité stricte. o
Par définition, f est a-fortement convexe (« > 0) si la fonction h(z) = f(z) — 5”1‘”2 est convexe. Pour tout

z,y € R™ et tout A € (0,1), la convexité de h donne :
h(Az + (1= A)y) < M) + (1 — Nh(y),
soit :
FO@+ (1= Ny) = Sz + (1= Nyl < M (@) + (1= Nf@) - 5 Pl + @ = i)
On réorganise
FO@+ (1= Ny) < M@ + 1= NFE) = 5 Mzl + @ = Vlgl? = 12z + @ =yl

()

On calcule explicitement le terme (%) :

(%) = Allzll* + @ = Nllyll* = Allz]* = 220 = Nz -y = 1 = N)?[lyll?
=M1 = V2] + AT =Nyl - 220 =Nz -y
= A1 =N (llzl* + llyll* — 22 - )
=M1 =Nz -yl

Donc, pour z # y et A € (0,1), on a (x) = A(1 — \)||z — y||> > 0. On en déduit :
fz+ (1= Ny) <Af(x) + (1= A)f(y) - %)\(1 = Nllz —ylI> <Af(2) + (1 =N f(y)

pour tout = # y et A € (0,1). C'est exactement la définition de la stricte convexité.

2. Convexité stricte = convexité.
C'est immeédiat : I'inégalité stricte f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — X) f(y) implique trivialement I'inégalité
large f(Ax + (1 — N)y) < Af(z)+ (1 — X)f(y), qui est la définition de la convexité. OJ

Remarque. Les réciproques sont fausses
Convexe n’implique pas strictement convexe : f(z) = ax est une fonction affine, donc convexe (et méme
concave), mais |'inégalité de convexité est toujours une égalité : f n'est pas strictement convexe.

Strictement convexe n'implique pas fortement convexe : g(r) = x* est strictement convexe sur R (car
g"(x) = 122% > 0 pour x # 0), mais elle n’est pas fortement convexe : g”(0) = 0, donc aucun o > 0 ne peut
vérifier g’ (x) > « pour tout x (la courbure s'annule en 0).
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5.5 Démontrer la caractérisation du premier ordre de la convexité

Propriété. Caractérisation du premier ordre
Soit f : R™ — R différentiable sur un domaine ouvert. Alors f est convexe si et seulement si :

f) > fx)+ V(@) (y—=), Va,yedom(f).

Géométriquement : le graphe de f est partout au-dessus de chacune de ses tangentes.

Méthode. Démonstration
Sens direct (f convexe = inégalité) :
Par convexité, pour tout A € [0,1] :

FOy+ 1 =Nz) < Af(y) + (1 =N f(=)

On réécrit le terme de gauche f(x + A(y — x)), ce qui donne :

fl@+ Ay —2)) < f(@) + A(f(y) = f(2)).
On réarrange et on divise par A € (0,1] :

fa+ My =) = (@)

F) ~ fl) > -

En faisant tendre A — 0%, le membre de droite tend vers la dérivée directionnelle de f en = dans la direction
(y — ), c'est-a-dire Vf(x)T(y — x). On obtient :

f) = f@) > V@) ' y—z). v

Sens réciproque (inégalité = f convexe) :
Fixons z,y € dom(f), A € [0, 1], et posons z = Az + (1 — A)y. On applique I'inégalité de I'hypothése deux
fois, en = et en y, avec le point z :

f@) 2 f)+ V) (@ —2),  fly) 2 f)+ V) (Y- 2).
On multiplie la premiére par A, la seconde par (1 — \), puis on additionne :
Af(@) + (1 =N f(y) 2 f(2) + V)T (Me —2) + (1= Ay —2))-

OrAMz—2)+(1-XNy—2) =X+ (1—-XNy—2=2—2z =0 (par définition de z), donc le terme en
Vf(z)T(---) s’annule. On obtient :

Af(@) + (1 =Nf(y) = f(z) = FQz + (1= N)y),

ce qui est exactement la définition de la convexité. [

5.6 Démontrer la caractérisation du second ordre de la convexité

Propriété. Caractérisation du second ordre
Soit f : R™ — R deux fois différentiable sur un domaine ouvert. Alors f est convexe si et seulement si sa
Hessienne V2 f(x) est semi-définie positive pour tout x € dom(f).

Méthode. Démonstration (cas unidimensionnel n = 1, puis généralisation)

(ii) = (iii) : la condition du premier ordre implique f” > 0.

Soient z,y € dom(f) avec y > x. La condition du premier ordre (méthode précédente) appliquée dans les
deux sens donne :

f@) =2 f@)+ @)y —2), fl@)=fy+ G-y
En réorganisant la seconde inégalité (f(y) < f(z) — f'(y)(x —y) = f(z) + f'(y)(y — x)) et en combinant

avec la premiére :
f(@)(y—2z) < fly) = fz) < fy)(y—2).
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On divise par (y —z)? >0 :
P - F@
y—x -
En faisant tendre y — x, on obtient f”(x) > 0 pour tout = € dom(f).

0, YV #£ y.

(iii) = (ii) : f”” > 0 implique la condition du premier ordre.
On suppose f”(x) > 0 pour tout x. D'apreés la formule de Taylor avec reste de Lagrange, pour =,y € dom(f),
il existe z entre x et y tel que :

F) = £@) + £ @)y —7) + 57"y~ ),
Comme f”(z) > 0, le dernier terme est > 0, donc :

fly) > f(@) + fl(z)(y—z). v

Généralisation a R" :

On utilise le théoréme de convexité le long des droites : f est convexe sur R™ si et seulement si, pour tout
xo € dom(f) et tout v € R™, la fonction univariée g(t) = f(xo+tv) est convexe. On applique alors le résultat
unidimensionnel précédent a g, en remarquant que g (t) = v V2f(x + tv)v. La condition ¢g”(t) > 0 pour
tout t et tout v équivaut exactement a : V2 f(x) est semi-définie positive pour tout x. [J

5.7 Démontrer la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Propriété. Condition nécessaire d'optimalité (sans hypothése de convexité)
Soit f : R™ — R différentiable. Si z* est un minimum local de f, alors V f(z*) = 0.

Méthode. Démonstration
Soit £ > 0 assez petit et v € R™ un vecteur fixé. Comme z* est un minimum local de f, il existe une boule
B autour de z* telle que :

f(z™) < f(a* + ev), pour z* +¢ev € B.

Le développement de Taylor a I'ordre 1 de f en z* s'écrit :
f(@* +ev) = f(=*) + e V(") v + o(e).

En combinant les deux relations :
0 <eVf(x) v+ o(e).

On divise par £ > 0 et on fait tendre e — 07 :
Vf(z*)Tv >0.
On applique exactement le méme raisonnement en remplagant v par —v :
Vi)' (-v) >0 = V(") v<o.

Les deux inégalités Vf(z*)Tv > 0 et Vf(z*)Tv < 0 donnent :

Vi) v =0.
Ceci étant vrai pour tout vecteur v € R™ (en particulier pour v = ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique),
on conclut :

Vfix*)=0. O
Remarque.
La réciproque est fausse en général : V f(2*) = 0 n'implique pas que =* soit un minimum local. Exemples :
f(z) = —2? vérifie f/(0) = 0 mais = = 0 est un maximum; f(x) = 23 vérifie f/(0) = 0 mais = = 0 est

un point selle (ni minimum ni maximum). C'est uniquement sous hypothése de convexité que la réciproque
devient vraie (méthode suivante).
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5.8 Démontrer que pour une fonction convexe, minimum local équivaut & mini-
mum global équivaut a gradient nul

Propriété. Cas convexe
Soit f: R™ — R différentiable et convexe. Alors :

2* est un minimum local de f <= Vf(z*) =0 <= z* est un minimum global de f.

Méthode. Démonstration (annale 2024, Ex.1)

1. Minimum local = Vf(2*) = 0.

C'est la condition nécessaire d'optimalité du premier ordre (méthode précédente), valable pour toute fonction
différentiable, donc en particulier pour f convexe.

2. Minimum local = minimum global (grace a la convexité).

Supposons que z* soit un minimum local : il existe une boule B autour de z* telle que f(z*) < f(x) pour
tout © € B. Soit x € R™ quelconque. Il existe A\ € (0, 1] assez petit pour que Az + (1 — A\)z* soit dans B.
Comme z* est minimum local :

Fa*) < fOa+ (1= X)),

Par convexité de f :
fz+ (1 =X)z*) < Mf(z) + (1= N)f(a¥).

En combinant les deux inégalités :

f@) < M@)+ (1= Nf(z") = Af(@7) < Mf(2) = f(z") < f(a).

Ceci étant vrai pour tout € R™, z* est un minimum global.

3. Vf(z*) = 0 = minimum global (condition suffisante).
Supposons V f(z*) = 0. Par la caractérisation du premier ordre de la convexité (méthode 5.2), f est au-dessus
de sa tangente en tout point :

f@) > fz*)+ Vi) (- z*) = f(z*) +0= f(z*), VzeR™

Donc z* est un minimum global, ce qui implique en particulier que c'est aussi un minimum local. O

Remarque.

C'est la déemonstration de I’Exercice 1 de I'annale 2024 (4 pts). Il faut maitriser les trois étapes : condition
nécessaire (gradient nul, valable sans convexité), passage local — global grace a la convexité, puis condition
suffisante via l'inégalité du premier ordre.

5.9 Démontrer que ’ensemble des minimiseurs d’une fonction convexe est convexe

Propriété. Convexité de |'ensemble des minimiseurs
Soit f : R™ — R convexe. L'ensemble

argmin f = {z e R" : f(z) = rﬁglnf}

est un ensemble convexe (il n'est pas nécessairement réduit a un singleton).
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Méthode. Démonstration
Soient z1,25 € argmin f, c'est-a-dire f(x1) = f(x2) = min f. Soit A € [0,1] et considérons le point
x = Axy + (1 — N)az sur le segment reliant 21 3 x2. Par convexité de f :

Fzy + (1= Nzg) < Af(x1) + (1= A) f(22) = min f.
Mais par définition de min f, on a aussi f(x) > min f pour tout z. On en déduit :
f(Az1+ (1 = A)z2) = min f,

c'est-a-dire que Ay + (10— Nao est lui-méme un minimiseur de f
L'ensemble argmin f est donc stable par combinaison convexe, ce qui signifie qu'il est convexe. [J

5.10 Démontrer ’unicité du minimum d’une fonction strictement convexe

Propriété. Unicité du minimum pour f strictement convexe
Le minimum sur R™ d'une fonction strictement convexe f est unique (s'il existe).

Méthode. Démonstration par |'absurde (annale 2025, Ex.1)
On raisonne par |'absurde :

1. Supposons qu'il existe deux minimiseurs distincts z; # 5 tels que
f(z1) = f(z2) = min f.

T1 + 22
—
3. Par stricte convexité de f (avec A = 1 et z1 # x2) :

N Tt f(@1)  f(z2) _minf+minf
f@y= (=) < Lo I T

2. Considérons le point milieu z =

min f.

4. On obtient f(Z) < min f : contradiction, car min f est par définition la plus petite valeur prise par f
sur R™.

5. Conclusion : I'hypothése de départ est fausse, donc le minimiseur est unique. [J

Remarque.

La clé de cette démonstration est |'utilisation de la stricte convexité (et non la convexité simple) avec A = 1
exactement au point milieu, ce qui produit une inégalité stricte contredisant la définition du minimum. Avec
une convexité simple (non stricte), on n’obtiendrait qu'une inégalité large, sans contradiction : c'est cohérent
avec le résultat précédent montrant que I'ensemble des minimiseurs peut étre infini dans le cas convexe non
strict.

5.11 Démontrer le théoréme de Karush-Kuhn-Tucker (condition suffisante)

Propriété. Théoréme KKT — rappel des hypothéses et de la conclusion
Soit le probléme convexe :
min f(z) sous g;(z)<0,i=1,...,m,
zER™
avec f et les g; convexes et de classe C!. Si (x*, \*) vérifie les conditions KKT (stationnarité, complémentarité,
faisabilité primale, faisabilité duale), alors x* est un minimum global du probléme.

Méthode. Démonstration — suffisance
Soit C ={z € R": g;(x) <0,i=1,...,m} I'ensemble faisable. Comme chaque g; est convexe, |'ensemble
de sous-niveau {z : g;(z) < 0} est convexe, et C' (intersection de tels ensembles) est donc convexe.

Notons A = {i : A\¥ > 0} I'ensemble des contraintes actives. Par complémentarité (A g;(z*) = 0) : pour
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1€ A, gi(x*)=0; pour i ¢ A, A} = 0. La condition de stationnarité se réduit donc a :
V@) + ) A\ Vgi(a™) = 0.
icA

Soit z € C quelconque. Comme C' est convexe, pour tout ¢ € [0,1] : z* + ¢(x — 2*) € C, donc en particulier
pouri € A :
gi(z* +t(z —z%)) <0 = gi(z*), vt € [0,1].

On en déduit, pour t € (0,1] :

et en faisant tendre ¢t — 01 :
Vgi(z*) ' (x —2*) <0, Vi€ A.

Comme A7 > 0 pour i € A, on multiplie et on somme :
> A Vi) (z —a*) <0.
i€EA
D’apreés la stationnarité, V f(z*) = = >, 4 A\f Vgi(2*), donc :
Vi) (@~ ) = = 3 XN Va(at) (@~ ") > 0,
€A
Enfin, par convexité de f (caractérisation du premier ordre, méthode 5.2) :

f(@) > f(=*) + VF(@*) (z - 2*) > f(z*).

Ceci étant vrai pour tout z € C, on conclut que z* est un minimum global de f sur C. O

Remarque. Sur la nécessité des conditions KKT

La nécessité (existence des multiplicateurs A pour toute solution optimale z*, sous condition de Slater) repose
sur le lemme de Farkas : pour une matrice A (m X n) et b € R™, exactement une des deux propositions
suivantes est vraie :

1. 32 > 0 tel que Az = b,
2. AN e R™ tel que ATA < 0etbT)\> 0.

Ce lemme permet d'établir la nécessité dans le cas de contraintes affines Ax < b, puis le résultat se généralise
aux contraintes convexes sous condition de Slater. Cette partie de la démonstration est plus technique et
moins probable comme question de cours isolée ; la démonstration de la suffisance ci-dessus est la plus
susceptible d’étre demandée a I’examen.
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