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1 Systémes linéaires

Acquis d’apprentissage

e Appliquer l'algorithme du pivot de Gauss pour déterminer la forme échelonnée réduite de toute
matrice

e Déterminer le nombre des solutions d’un systéme linéaire

e Déterminer I’ensemble de toutes les solutions d’un systéme linéaire.

1.1 Trouver le nombre de solutions d’un systéme linéaire

Méthode

Avant d’échelonner la matrice, si on remarque un lien de proportionnalité entre des lignes mais que leurs
solutions respectives ne le sont pas, alors le systéme n’admet aucune solution.
Sinon, échelonner la matrice sans la réduire et conclure :

e Diagonale de pivots — Unique solution
e Variable libre — Infinité de solutions

e Ligne de 0 avec solution non-nulle associée — Pas de solution

Exemple d’application n°1

On a le systéme linéaire suivant :

1 50 2 8 1 50 2 8
0 21 -5 T|=——= (01 3 -3 z
00 0 1 1) I2<3l2 \g 0 0 1 1

La matrice est maintenant échelonnée, on en déduit que le systéme posséde une |infinité de solutions |.

Exemple d’application n°2

On a le systéme linéaire suivant :

1 1 =2\ [-7
-1 -3 6| |4
3 —2 1] |5
-2 -2 4 2

On remarque que L et Ly sont proportionnelles, or —7 et 2 ne le sont pas, donc le systéme n’admet

‘ aucune solution |




Exemple d’application n°3

On a le systéme linéaire suivant :
0 1 3 3 1 0 % %
30 1):]1 —— 0 1 3 3
Loy+1L
3 1 2 -1 L21T—>3L22 3 1 2 -1
1 1
L3<—L373L1 O 1 1 _2
1 1
L3<—L3—L2 0 0 _2 _5
10 3 3
0 1 3 3
Lac—3la \g 0 1 :
La matrice est maintenant échelonnée, on en déduit que le systéme posséde une ‘ unique solution ‘ car il
y a un pivot & chaque ligne et & chaque colonne, et il n’y a pas de ligne de la forme (0 0 0) : (a) avec
a # 0.

1.2 Trouver ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire

Méthode

Evidemment, on conclut immédiatement s’il n’y a pas de solution.

Sinon, on réduit la matrice aprés I’avoir échelonnée. Une fois cela fait, si ’on a une unique solution alors
il suffit de lire la colonne a droite de la matrice échelonnée.

S’il y a une infinité de solutions, alors on exprime les variables en fonction de la variable libre en notant

un paramétre réel.

Exemple d’application n°1

On a le systéme linéaire échelonné et réduit suivant :
1 00
01 0]:1{2
0 0 1 3

On lit directement la solution ici (unique car diagonale de pivots).

La solution du systéme linéaire est : | S = {(1,2,3)}

Exemple d’application n°2

On a le systéme linéaire échelonné et réduit suivant :

10 0 O -8
01 0 -1 3
0 01 -2 6

On remarque qu'il y a une variable libre (la 4éme colonne), on exprime donc les solutions du systéme
en fonction de cette derniére (faire attention au signe et ne pas oublier qu’il faut autant de composantes
dans la solution que de variables dans I’équation, ici 4 composantes).

Les solutions du systéme sont : ‘ S={(-8,3+1t,6+2t1t),t € R} ‘




2 Espaces vectoriels

Acquis d’apprentissage

e Déterminer si un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel

e Déterminer si un vecteur peut étre écrit comme combinaison linéaire d’autres vecteurs
e Déterminer si un vecteur peut étre écrit comme combinaison linéaire d’autres vecteurs
e Déterminer si une famille de vecteurs est une famille génératrice

e Déterminer si une famille de vecteurs est une famille libre

e Déterminer si une famille de vecteurs est une base

e Calculer les coordonnées d’un vecteur dans une base donnée

e Extraire une base d’une famille génératrice

e Compléter une famille libre pour former une base

e Trouver la dimension d’un espace vectoriel

2.1 Démontrer qu’un sous-ensemble est un sous-espace vectoriel

Méthode

Il faut vérifier si le sous-ensemble est stable par addition interne et par multiplication externe. Ou bien
montrer qu’il est stable pour toute combinaison linéaire (plus rapide).
Pour montrer que ce n’est pas un sous-espace vectoriel, un contre-exemple suffit.

Exemple d’application n°1

Dans R¥, I’ensemble des fonctions f telles que f(1) = 0 est-il un sous-espace vectoriel ?

Soient f et g deux fonctions telles que f(1) = g(1) = 0. Soit h(z) = af(z) + Bg(x) ot «, B € R?.

Alors h(1) = af(1) + Bg(1) = a x 0+ 5 x 0 =0 donc h s’annule en 1.

Ainsi, ’ensemble des fonctions qui s’annulent en 1 est stable par combinaison linéaire et forme un sous-
espace vectoriel.

Exemple d’application n°2

Le sous-ensemble suivant est-il un sous-espace vectoriel de R3 ?

X

E={ly| eR®|2®>+y>+22=1}
2
1 1 2
Prenons [ 0] € R® avec 12402 +02=1. Or,2x (0] = | 0| d'ou 22 +024+0%2 =4 # 1.
0 0 0

Donc E n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.




2.2 Deéterminer si une famille est libre, génératrice ou une base

Méthode

Si elle n’est pas donnée, on crée la matrice associée a I’espace vectoriel étudié (généralement dans la base
canonique).

Si la matrice a plus de lignes que de colonnes, alors la famille n’est pas génératrice. Si elle a plus de
colonnes que de lignes, alors la famille n’est pas libre.

Si la matrice est carrée, alors on ’échelonne (sans la réduire) pour conclure :

e Un pivot par ligne — Famille génératrice
e Un pivot par colonne — Famille libre

e Diagonale de pivots — Base

Exemple d’application n°1

On consideére la famille de vecteurs de R® suivante :

—1 1 1 1
1 1 1 1

F={ 11| =) PP
1 1 -1

Lo<—Lo+L1y
L3<—Ls—Ly
L4(7L47L1

oo o

|

1
0
Lo+Ls 0
0

L2<_%L2

o

1
0
Li—Ls+2L, |0
0

|
—
—_ = O =

On remarque que la forme échelonnée de mat(F) posséde un pivot par ligne et par colonne (encadrés en

rouge), par conséquent | cette famille est une base ‘

(@31



Exemple d’application n°2

On consideére la famille de vecteurs de R* suivante :

-1 0 -3
1 1 1

F={1 ) s )
0 1 —2

La matrice associée & F posséde plus de lignes que de colonnes, elle ne peut donc pas étre génératrice.
On note vy, vy et vs les trois vecteurs de F dans l'ordre précédent. On remarque que 3v; — 2vs = vg
donc cette famille est liée (non libre).

2.3 Déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base donnée

Méthode

Par définition, trouver les coordonnées d’un vecteur v d’un espace E dans une base B = {b1, by, b3} de
FE revient a trouver les coeffients réels x1,xo et x3 tels que u = x1by + x2bs + x3b3.
Pour cela, on résout simplement un systéme linéaire et les solutions seront les coordonnées recherchées.

Exemple d’application

On a les vecteurs de R® suivants :

3 2 1 3
b= |4|,bo=|-5]|,b5=(-6],bs=]-13
1 -3 2 2

On résout le systéme linéaire associé et on obtient la forme échelonnée réduite suivante (on épargne les
calculs détaillés) :

3 2 1 3 1 0 0 %
4 -5 —6|:|-13] <0 1 0 T
1 =3 2 2 00 1 3
1
197

On a donc by = ﬁbl + %bg + %bg. Ainsi, | Coordp(by) =

2.4 Former une base a partir d’une famille de vecteurs

On construit une matrice contenant d’abord les vecteurs formant la famille libre puis les vecteurs de la
base canonique de 1’espace vectoriel de cette famille.

Puis on échelonne afin de déterminer la place des pivots : on rajoute & la famille les
vecteurs de la base canonique qui contiennent des pivots pour former une base.




Exemple d’application

Utiliser la base canonique de R® pour compléter la famille F suivante afin de former une base de R5.

2 1 1
2 -1 1
F={1|.¢| 1 [.¢|3]3
1 -1 3
1 1 3

La forme échelonnée de la matrice contenant les vecteurs de F et ceux de la base canonique de R® est :

2 1 1 1 000 O0 11 3 0 00 O 1
2 -110 1 000 02 0 0 00 -1 1
11 3 0010O0}«—]J0OO0O0O O OI1 O -1
1 -1 3 0 0 0 1 0 00 10 -3 1 0 O 4
1 1 3 000 01 00 0 -5 10 —% —g

Les coefficients en bleu sont les pivots dans la matrice échelonnée. Il y a un pivot dans les 4éme et 6éme
colonnes, qui correspondent respectivement aux ler et 3éme vecteurs de la base canonique de R?.

1 0
0 0
11 faut donc ajouter les vecteurs | 0 | et | 1 | & la famille 7 pour former une base de R®.
0 0
0 0

2.5 Deéterminer la dimension d’un espace vectoriel

Méthode

On regarde les liens entre les vecteurs (soit directement, soit en échelonnant la matrice associée et
déterminer la place des pivots) pour déterminer une base de cet espace : la dimension de l'espace est le
nombre de vecteurs de cette base par définition.

Exemple d’application n°1

Déterminer la dimesion de I’espace vectoriel E = Vect(F) avec :

1 =1 0 1
F={|-1],1 3 |,(2],11]}
2 1 3 )

On remarque que f3 = f1 + fo donc Vect(F) = Vect(F \ {fs}) et que fu = 2f; + fo donc Vect(F) =
Vect(F \ {fa})-
Ainsi, les vecteurs f1 et fo forment une base de E donc |dim(E) = 2.




Exemple d’application n°2

Déterminer la dimension de F 'espace des solutions du systéme homogéne suivant :

2x1+2x2—x3+x520
—x1 — X2+ 223 —3x4+ 25 =0
xr1 +x9 — 223 — 25 =0

T3+ x4+ 25 =0

En résolvant ce systéme, nous obtenons la forme échelonnée et réduite suivante de la matrice associée :

110 0 1 0
0 01 01 0
0 00 1O 0
0 00 0O 0

Il y a deux variables libres (les 2éme et 5éme colonnes ne possédent pas de pivot) donc on exprime les
solutions en fonction de ces derniéres.
Les solutions du systéme homogeéne sont donc S = {(—z2 — x5, 22, —25,0,25)}.

X —1 -1
i) 1 0
Nous pouvons réécrire ces derniéres de la maniére suivante : | x3 | =zo | 0 | +25 | —1
Ty 0 0
Is 0 1
-1 -1
1 0
Donc E =Vect(| 0 |,]| —1]). Ainsi, |dim(E) = 2|
0 0
0 1




3 Applications linéaires

Acquis d’apprentissage

e Déterminer si une application f: A — B est linéaire
e Déterminer si une application linéaire est injective/surjective/bijective

e Déterminer 'image et le noyau d’une application linéaire

Trouver la dimension et une base du noyau d’une application linéaire

Trouver la dimension et une base de 'image d’une application linéaire

3.1 Démontrer qu’une application est linéaire

Méthode

Par définition, il faut vérifier si 'image d’une combinaison linéaire de deux vecteurs appartenant a la
base de départ forme une combinaison linéaire des images. C’est-a-dire :

Y(u1,uz) € A% V(a, B) € R?, f(aus + Busz) = af(ur) + Bf(uz)

Pour montrer qu’une application n’est pas linéaire, un contre-exemple suffit.

Exemple d’application n°1

2z +y
Déterminer si application f : R? — R3 définie par f( <Z)) = 0 est linéaire.

2z + vy 22" + 9
V(a,B) € R*, af(ur) + Bf(uz) =a| 0 [+B8| 0
T+ 2y '+ 2y
20z + oy 28x" + By’
= 0 + 0
ax + 2ay Bz’ + 28y’
20 + ay + 282" + By’
= 0

ax + 2ay + Bx’ + 28y’
2(ax + p2’) + ay + By’

0
2(ay + BY') + ax + B2’
= f(ou1 + Pus)

Ainsi, par définition, f est une application linéaire.

Exemple d’application n°2

Déterminer si 'application f : R™ — R définie par Vo € R™, g(x) = 2 est linéaire.
Nous avons g(z) = 2 ; c’est-a-dire, par exemple, que g(2) = 2. Or 2 x g(1) = 2x 2 = 4 # 2 donc
I'application n’est pas stable par multiplication externe. Ainsi, f n’est pas une application linéaire.




3.2 Construire la matrice associée a une application linéaire

Méthode

D’abord, pour construire une matrice nous avons besoin de deux bases. Nous prenons en priorité les
bases canoniques des espaces de départ et d’arrivée (par souci de simplicité).

La matrice associée & l'application linéaire dans ces deux bases est la matrice dont les colonnes sont
les coordonnées dans la base d’arrivée des images des vecteurs de la base de départ par ’application
linéaire.

Exemple d’application

On considére I’application linéaire T' = R3[X] — R3[X] "translation de 1" définie par
T(P)(X)=P(X —1).
Donner la matrice associée a T dans la base canonique de Rg[X].

e T(X3H(X)=(X-12=X3-3X24+3X -1

On peut donc construire la matrice associée a T :

1 -1 1 -1
0o 1 -2 3
matB(T) = 0 0 1 _3
0 0 0 1

Remarque

Pour mieux comprendre comment cette matrice est construite, I’idée est ici que chaque ligne est
un vecteur de la base d’arrivée (ici R3[X]) et dans chaque colonne on cherche pour chaque image
des vecteurs de la base de départ (également R3[X]) le nombre de fois qu'il y a le vecteur de la
ligne courante.

Par exemple, pour la troisiéme colonne qui correspond & T(X?), on a 1 fois le vecteur 1, -2
fois le vecteur X et 1 fois le vecteur X2. D’oil les coefficients de cette colonne dans la matrice
précédemment formée.

3.3 Déterminer une base de I’image et du noyau d’une application linéaire

Méthode

On construit la matrice associée a ’application linéaire f puis on échelonne.

e Les colonnes de la matrice initiale contenant des pivots dans la forme échelonnée forment une base
de I'image.

e Pour trouver une base du noyau, on résout le systéme linéaire homogeéne f(X) = 0 pour exprimer
les solutions en fonction des variables libres (si elles existent, sans quoi le noyau serait vide) : les
vecteurs de la combinaison linéaire créée forment une base du noyau.

10



Exemple d’application

On considére I'application linéaire f : R> — R* définie par

101 0 1
0101 0
mat(f)=11 0 1 0 1
01 01 0

Trouver une base de 'image et du noyau de f.

e On remarque que les colonnes 1, 3 et 5 sont les mémes et que les colonnes 2 et 4 sont les mémes. Ce
qui revient a dire, de maniére plus rigoureuse, que C; = C3, C; = C5 et Cy = Cy ce qui fait 3 liens.

1 0
On a donc Im(f) = Vect( (1) , é ) car les colonnes 1 et 2 ne sont pas proportionnelles.
0 1

e Pour déterminer une base du noyau, il faut résoudre le systéme linéaure suivant :

0 1 01 0 1 0
0 01 0 1 0 0
FX =100 00 0 o] o
0 00 0 0 O 0
1 —1 0 -1
To 0 -1 0
<~ | x3 | =23 1 + x4 0 + x5 0
T4 0 1 0
Is 0 0 1
-1 0 -1
0 -1 0
Ainsi, on a | Ker(f) =Vect(] 1 |,] 0 |,] 0 |)
0 1 0
0 0 1

Remarques

e Concernant la base de 'image, on aurait trés bien pu utiliser la forme échelonnée de mat(f). Ici,
on trouve des liens et a chaque lien nous pouvons "supprimer" un vecteur parmi ceux & comparer
entre-eux. On réalise cela jusqu’a n’avoir plus que des vecteurs non proportionnels entre eux (pas
de combinaison linéaire possible) : ce sont eux qui forment la base de I'image.

e Pour le systéme linéaire résolu pour trouver une base du noyau, on a remarqué que les lignes
1 et 3 étaient les mémes et que les lignes 2 et 4 étaient les mémes, on peut donc remplacer les
lignes 3 et 4 (ou 1 et 2, cela revient au méme) par des lignes de 0.

3.4 Montrer l'injectivité, la surjectivité, la bijectivité d’une application linéaire

Méthode

Soit on crée une démonstration en se basant sur les définitions (comme ce sont des équivalents on
démontre dans un sens puis dans ’autre, en supposant un membre de I’équivalence comme vrai & chaque
fois), soit on construit la matrice associée que ’on échelonne. Dans ce cas :

e Un pivot par ligne — Application surjective
e Un pivot par colonne — Application injective

e Diagonale de pivots — Application bijective




Exemple d’application

On considére I'application linéaire f : R?® — R* définie par

12 1
10 -1
mat(f)=11 3 1
2 5 3

12 1 1 2 1
10 -1 0 -2 -2
mat(f)=11 o 1|20 0 o
2 5 3 0 1 1

1 2 1

o

00 0

00 0

On remarque que la matrice, une fois échelonnée, contient un pivot par ligne donc f est surjective. En
revanche, elle ne contient pas de pivot & chaque colonne, f n’est donc pas injective et par conséquent
pas bijective non plus.

12



4 Matrices

Acquis d’apprentissage

e Calculer la somme et le produit de deux matrices quand c’est possible

e Interpréter les calculs de matrices en termes d’application linéaires

e Déterminer si une matrice carrée est inversible

e Trouver l'inverse d’une matrice inversible.

e Utiliser les matrices inversibles pour résoudre des équations matricielles et des systémes linéaires
e Trouver la transposée d’'une matrice

e Calculer la trace d’une matrice

4.1 Reéaliser le produit de deux matrices

Méthode

Dans les deux cas suivants, le produit de deux matrices n’est possible que s’il y a autant de colonnes
dans la premiére que de lignes dans la deuxiéme.

e Cas 1 : Multiplier une matrice par un vecteur colonne

On réalise la somme des produits associant chaque colonne n de la premiére matrice au
coefficient de la ligne n du vecteur colonne. La formule générale est la suivante :

MX =x,.C1 +25Co + ... + 2,C,
e Cas 2 : Multiplier deux matrices

On réalise la somme décrite par la formule suivante :
n
(MN)ij =Y My Ni;
k=1

Il est recommandé, pour ne pas s’emmeéler les pinceaux, d’utiliser la méthode visuelle utilisée dans
le deuxiéme exemple d’application ci-dessous.

\.

Exemple d’application n°1

1 1 =2
0 -1 -3 2

On considére la matrice N = ( ) € M4 (R) et les vecteurs

N = = =

Calculer les produits Nu, Nv et Nw.

13



Exemple d’application n°2

On considére les matrices suivantes :

11 1 2 1 01 8 _11
A=|(1 1 1|,B=|1 2 |,Cc=

1 1 1 1 -1 3 10U

1 1 1

Les produits AC, BA et BC' ne sont pas possibles (il n’y a pas autant de colonnes dans la premiére
matrice que de lignes dans la deuxiéme).

—
— = N
I o~
—

= =
NN N

1 1 1
1 1 1
1 1 1
-1 0 1 0 0 0
0 0 -1 -1 -1 -1
Cil= 2 -1 0 1 1 1
1 1 1 3 3 3
2 1
1 2
1 =1
-1 0 1 -1 -2
0 0 -1 -1 1
ZE 2 -1 0 3 0
1 1 1 4 2

4.2 Trouver l'inverse d’une matrice

Méthode

Si 'on remarque un ou plusieurs liens entre les lignes et/ou colonnes de la matrice que l'on cherche &
inverser ou qu’elle n’est pas carrée, alors cette derniére n’est pas inversible (on conclut directement si tel
est le cas).

Dans le cas contraire, soit on applique la formule immeédiate pour les matrices 2 x 2 ou alors
I’algorithme de Gauss en méme temps & deux matrices : sur la matrice que ’on cherche a inverser et sur
la matrice identité du méme ordre que la matrice étudiée. A la fin la matrice d’origine est échelonnée et
l'autre correspond & la matrice inverse

14



Exemple d’application

Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est inversible ou pas et trouver l'inverse de celles qui
sont inversibles.

2 6 2 —4 01
1 0 -1 0 00 1 1
0 1 0 2 1011
E=1-10 1 o F 511001
0 1 0 1 0100

La matrice A n’est pas inversible car Ly = 2L;.

La matrice C n’est pas inversible car elle posséde une colonne nulle (dés lors on peut trouver facilement
un lien, par exemple Cy = 0C1).

La matrice D n’est pas inversible car C3 = Cy + Cs.

La matrice E n’est pas inversible car C; = —Cj.

On adet(B) =2 x (—4) —2x (-3) = -8+ 6 = —2, donc :

= (e @)= 3(% 9)-0 )

Pour déterminer 'inverse de la matrice F, on applique I’algorithme du pivot de Gauss en méme temps
aux deux matrices suivantes :

0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 00 0 1 0 0
10 1 1 00 1 1 0100 1 0 0 0
1 1 0 1 Li<Lo 01 -1 0 0 010 Ly Lo 0 -1 1 0
01 0 0/ Lacla=Ii \g 1 o o0 000 1) Bacleli \g 0 0 1
10 1 1 0 0 0
01 0 0 0 0 0 1
00 —1 0 Lo, |0 -1 1 -1
Lglﬁg;I:LL‘l O 0 1 1 L3+L3z—L4 1 O 0 0
101 1 0 0 0
01 0 0 0 0 0 1
N 00 1 0 Lec—Ly |0 1 -1 1
P are 2 00 0 1 LicLi=Ls \1 _1 1 _1
1000 1 1 0 0
01 0 O 0 0 0 1
Li+Li—L; [0 0 1 O Li+Li—Ls 0 1 -1 1
frehi=ta \o 0 0 1 Lichi=La 1\ 1 1 1 -1

La matrice encadrée est la matrice inverse de F, on la note F—1.

Remarque

Pas de panique si la formule du déterminant d’une matrice 2 x 2 ne vous dit rien, on va la voir
dans le prochain chapitre !

15



4.3 Résoudre un systéme linéaire grace a une matrice inverse

Méthode

D’aprés le cours, on a MX = B < X = M~'B. On utilise cette relation pour aller plus vite lors de la
résolution d’un systéme linéaire a condition que M soit inversible.

Exemple d’application

Résoudre le systéme linéaire suivant :

x1 — 2x9 + x3 + 1024 = 10
T, —To+23+8x4 =9
—2x1 + 4x9 — 3 — 1924 = —22
2@y — 2x9 + 223 + 1724 = 19

Ecrivons ce systéme avec des matrices :

1 =2 1 10\ /= 10
1 -1 1 8 |[|x]| | 9
—2 4 -1 —19| |as| T |-22
2 -2 2 17 ) \a 19

On considére que nous avons vérifié que la premiére matrice était inversible et que nous avons réalisé les
calculs nécessaire pour trouver son inverse.
La solution unique du systéme linéaire est :

o1 10 3 12 -1 -5\ /10
o a9 [-1 -3 0o 2 9
e | =M o T2 2 1 1| -2
o 19 0 -2 0 1 19
_3 12 ~1 _5
1 —3 0 2
=10 x 9 +9 x 9 — 22 x 1 +19 x 1
0 —2 0 1
30 108 99 —95
~10 _97 0 38
12 [T 18 | T =22| | =19
0 ~18 0 19
5
1
=l =3
1
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5 Déterminants

Acquis d’apprentissage

e Calculer le déterminant de toute matrice carrée en utilisant le développement de Laplace
e Calculer le déterminant de toute matrice carrée en utilisant la méthode du pivot de Gauss

e Reconnaitre si un probléme peut étre ramené & un calcul de déterminant

5.1 Calculer le déterminant avec le développement de Laplace

Méthode

On observe d’abord la matrice pour repérer la ligne ou la colonne contenant le plus de zéros, ou & défaut
celle avec les coefficients les plus simples (pour ne pas s’emmaéler les pinceaux lors des calculs).

Puis on déroule le développement de Laplace (voir le polycopié de cours pour la méthode détaillée)
en faisant bien attention a ’alternance des signes jusqu’a tomber sur une somme ne contenant que des
déterminants de matrices 2 x 2 : on sait alors que le déterminant de ce type de matrices vaut ad — bc,
on applique directement cette formule.

Exemple d’application

Calculer les déterminants de chacune des matrices ci-dessous :

U P —11:;(2)3 —11_821—53
A=1[3 -6 9|,B=(0 1 2|,Cc= , D=

5 6 1 L o 3 2 0 0 8 0 0 0 0

1 0 0 7 -3 1 5 7

On surligne en bleu les lignes et/ou colonnes que l'on utilise pour dérouler le développement de Laplace
pour chaque déterminant.

0 1 5 0 5 6
edet(A)=|3 -6 9/ =-1x +5x = —1x(3—18)+5x (18 4+ 12) = 15+ 150 = 165
2 1 2 6
2 6 1
-1 0l 1 2 0 1
edet(B)=|0 1 2/=-1x +1x =-1x(3-4)+1x(0-1)=1-1=0
2 3 1 2
1 2 3
1 -1 0 2
-1 -5 2 3 Lo-1 2 2 8
o det(C) = =-2x[2 0 8 =-2x(1x )=—-2x(1x(14+8))=—-44
2 0 0 8 g -1 7
-1 0 0 7
1 -2 1 5
.det(D):_Ol g (1) _03=0
-3 1 5 7

En effet, si 'on développe selon une ligne ou une colonne de 0, alors nécessairement le déterminant vaut
0.
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5.2 Calculer le déterminant avec la méthode du pivot de Gauss

Méthode

Si la matrice de départ est triangulaire (supérieure ou inférieure), alors le déterminant est égal au
produit de tous les éléments sur la diagonale.

Si ce n’est pas le cas, on échelonne la matrice (sans la réduire) pour obtenir une matrice triangulaire
supérieure en pesant & bien noter toutes les étapes.

Une fois cela fait, repérer les opérations élémentaires suivantes pour en déduire le déterminant de la
matrice de départ :

o [; <+ L; — Multiplication du déterminant par -1
e L; «+ al; — Multiplication du déterminant par «

o L; < L; + aL; — Déterminant non modifié

Remarque

Cette méthode est particulierement utile dans le cas de matrices carrées de dimension supérieure
ou égale a 5. Sinon il est généralement plus court d’utiliser le développement de Laplace pour
des matrices carrées de dimension 4 ou moins.

Exemple d’application

Calculer les déterminants des matrices suivantes :

SO O = O
oo = OO
_ o O O O

00 0 4 6 12 0 5 8
00 0 0 50 02 -5 7 -1
B=|o2 -5 7 -1|+—— |00 3 0 —4
00 3 0 —4| '8 loo 0 4 6
L3HL4
12 0 5 8) keli\o 0o 0 0 50

Donc det(B) = (—1) x (=1) x (=1) x (1) x 1 x 2 x 3 x 4 x 50 = [1200]
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6 Changements de bases

Acquis d’apprentissage

e Trouver les coordonnées d’un vecteur dans une nouvelle base étant données les coordonnées du
méme vecteur dans une vieille base

e Trouver la matrice représentative d’une application linéaire dans une nouvelle base étant donnée
la matrice représentative de la méme application linéaire dans une vieille base

6.1 Construire la matrice de passage d’une base a une autre

Méthode

La matrice de passage dune base A & une base B est la matrice dont les
colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B dans la base A. Si cela est facile a réaliser, le
faire directement.

Sinon, si 'on remarque que la matrice est plus facile & composer dans le sens inverse (passage de B vers
A) si la base B est la base canonique par exemple, dans ce cas il suffit de déterminer U'inverse de cette

matrice pour "inverser le sens du passage" et retomber sur celui d’origine.

Exemple d’application

Soit B = {b1, ba, b3, bs} la base canonique de R*. On considére la famille

C:{Clz 702_

o
w
|

, C4 =

O~ =
=)
OO ==

On sait que la famille C forme une base de R*. Construire la matrice de passage Peg.

Pour déterminer la matrice de passage de la base C vers la base B, partons de la matrice de passage Ppc
qui est facile & construire :

—= = O
—_ o O

Pge =

O = =
—
O O ==

-1
Déterminer Pep revient a calculer (Pse)~!. On applique la méthode vue précédemment et on obtient :

2 -2 1 1

|-t 1 0 o
(PBC) | =1 92 -1 -1
-1 1 0 -1

Ainsi, PCB: :1 ; _01 _01
-1 1 0 -1

6.2 Déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une nouvelle base

On utilise les coordonnées du vecteur choisi v dans une premiére base B (si 'on peut la choisir, privilégier
la base canonique) pour appliquer le théoréme suivant :

Coordc(v) = PepCoordg(v)
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Exemple d’application

On considére le vecteur a = 2b; 4+ 3by — b3. Donner les coordonnées de a dans les bases B = {by, ba, b3, by }

1 0 1 0
. 4 1 1 1 0

la base canonique de R* et C = {¢; = e=lilrs=]ol a=|, }.
0 1 0 —1

Dans la base B, la lecture des coordonnées de a est directe :

2

3
-1

0

Coordg(a) =

Pour les coordonnés de a dans la base C, on utilise la matrice de passage Pep (construite dans l’exemple
d’application précédent) :

2 -2 1 1 2
Coordc(a) = PepCoords(a) = :} é —01 —01 —31
-1 1 0 -1 0
2 —6 -1
_ -1 u 3 + 0
| -1 6 1
1 3 0
-3
B 1
- 5
1

6.3 Déterminer la matrice associée a

base

Méthode

On utilise la matrice représentative de lapplication linéaire dans deux bases originales (si ’on peut les
choisir, privilégier les bases canoniques) pour appliquer le théoréme suivant :

matg 4 (f) = Pesmatsa(f)Paa
Dans un endomorphisme, on a la formule suivante :

mat 4 (f) = (Paar)”'mat a(f)Paa
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Exemple d’application

Soit f I'endomorphisme de R* dont sa matrice canonique est
11 10
11 0 1
mat(f)=11 o 1 1
0 1 1 1
et 'on considére la famille
1 0 1 1
0 1 -1 1
A:{a].: O 7a2_ _1 7a3_ _1 70’4: 1 }
-1 0 1 1
Déterminer mat 4(f).
Notons C la base canonique de R*. Alors on a la relation suivante :
mat a4 (f) = (Pea) ™ matc (f) Pea
1 0 1 1 $; 0 o0 -1
_ 1 _1
Ona Pey = 8 _11 _1 1 et on trouve (Peq)” ' = (l) 1 2
1 1
-1 0 11 LroE
On a donc
10 0 O
_ 01 0 O
mata (f) = (Pea)” " mate (f) Pea = 00 -1 0
00 0 3
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7 Diagonalisation d’endomorphismes

Acquis d’apprentissage

e Calculer le polynoéme caractéristique d’'un endomorphisme ou d’une matrice carrée et 'utiliser pour
déterminer les valeurs propres

e Déterminer si un endomorphisme ou une matrice carrée est diagonalisable
e Trouver une base de vecteurs propres lorsque c’est possible

e Utiliser la diagonalisation pour calculer lir_irrl M"™X, ot M est une matrice carrée de taille n et
n—-+00
X eR”

7.1 Calculer le polynéme caractéristique d’une matrice carrée ou d’un endomor-
phisme

Méthode

On travaille dans le cas d’une matrice M (la méthode est la méme pour un endomorphisme). On
cherche det(M — x1I,), ce qui revient au déterminant de la matrice M dont on soustrait x aux éléments
diagonaux.

Le but est d’obtenir une forme factorisée de I'expression du déterminant afin de rapidement voir les
racines et leurs multiplicités.

e Pour cela, Iidée est d’abord de créer un zéro avec des opérations élémentaires (généralement en
alternant les opérations sur lignes et colonnes) dans ’espoir de trouver quelque chose a mettre en
facteur.

e Puis on continue pour avoir le plus de zéros possible sur cette méme ligne factorisée pour faciliter
le développement de Laplace.

Une fois le polynoéme caractéristique trouvé, on en déduit les racines de ce dernier : ce sont les valeurs
propres de M qui forment son spectre. Si ce polynéme ne posséde pas de racine réelle, alors M n’est pas
diagonalisable.
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Exemple d’application

Trouver les valeurs propres de la matrice suivante :
4 -1 6
A=[2 1 6
2 -1 8
On construit le polynéme caractéristique de A :
4-X -1 6 2-X 24X 0
Po(X) =det(C —zl)=| 2 1-X = 2 1-X 6
2 S e -1 8-X
1 -1 0
=2-X)]2 1-X 6
2 —1 8— X
0 -1 0
= 2-X)3-X 1-X 6
C1+C1+Co 1 1 8 _ X
3-X 6
_(Q_X)' 1 8—X‘
=(2-X)(B-X)8—-X)-6)
=—(2-X)3(X -9
Donc les valeurs propres de A sont les racines de P4 (X), c’est-a-dire 2 et 9.
On peut noter ‘ Spec(A) = {2;9} ‘

7.2 Deéterminer la multiplicité algébrique et géométrique d’une valeur propre

Méthode

Aprés avoir déterminé les valeurs propres de M, on en déduit leur multiplicité algébrique grace a la forme
factorisée du polynome.
Puis on détermine la multiplicité géométrique de chaque valeur propre.

e On construit la matrice M — nl ol n est une valeur propre (ce qui revient a soustraire la valeur
propre a tous les éléments diagonaux de M)

e On cherche des liens entre les colonnes de la matrice pour rapidement trouver le noyau de cette
matrice, ou a défaut faire la méthode "classique" en échelonnant la matrice.

La dimension du noyau trouvé est la multiplicité géométrique de la valeur propre associée. Si cette
derniére n’est pas égale & sa multiplicité algébrique, alors M n’est pas diagonalisable.
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Exemple d’application

On reprend la matrice de ’exemple d’application précédent. Trouver les multiplicités algébriques et
géométriques des valeurs propres de A. En déduire si cette matrice est diagonalisable.

Nous avons Spec(A) = {2;9} et d’apres la forme factorisée de det(C — xI) nous avons directement
ma(2) = 2| (car (2 — X) est a la puissance 2) et | m,(9) = 1| Déterminons désormais les multiplicités
géométriques les valeurs propres de A.

* Multiplicité géométrique de 2
On construit la matrice A — 27 :

2 -1 6
c—-2I=(2 -1 6
2 -1 6
On remarque que Ch; = —2C3 et que C3 = 3C;. On a donc ’mg(2) = dim(Ker(C —2I)) = 2‘ et
1 3
Vect({2],] 0 |)=Es.
0 —1
* Multiplicité géométrique de 9
On construit la matrice A — 91 :
-5 -1 6
C-9I=(2 -8 6
2 -1 -1

On remarque que C1 +C3 = —Cy < 1C; +1C2 +1C5 = 0. On a donc ‘ mg(9) = dim(Ker(C —9I)) =1 ‘
1

et Vect([1])= Ey.
1

On a bien m,(2) = my(2) et mq(9) = my(9) donc ‘ la matrice A est diagonalisable ‘

7.3 Trouver D et P tels que M = P~'DP

Méthode

Si M est bien diagonalisable, alors on peut construire ces deux matrices & partir des informations
précédentes.

e Construire la matrice D revient & écrire une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
les valeurs propres de M répétées autant de fois que leur valeur algébrique.

e Construire la matrice P revient a écrire les vecteurs formant les noyaux trouvés lors du calcul des
multiplicités géométriques des valeurs propres. Il faut faire attention & bien placer ces vecteurs
dans 'ordre o les valeurs propres ont été placées dans D.
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Exemple d’application

On reprend toujours la méme matrice A étudiée précédemment. Déterminer deux matrices D et P tels
que A= P 'DP.

On construit la matrice D & partir des valeurs propres de A et leurs multiplicités respectives. On a :
2 00
D=0 2 0
0 0 9

Puis on construit la matrice P a partir des vecteurs composant les noyaux étudiés pour les multiplicités
géométriques en gardant 1’ordre pris pour construire D. On a :

3
P = 0

(el Ol
= =

-1
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