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1
Fonctions réelles d’une variable réelle

Acquis d’Apprentissage.
e La notion de fonction, de domaine de définition, d'ensemble image.
e Les notions de fonction injective, surjective, bijective.
e Les symétries d'une fonction (parité, imparité, périodicité).
e La monotonie et les bornes (inf/sup, min/max) d'une fonction.

e La fonction réciproque (inverse) d'une fonction bijective.

1 Déterminer le domaine de définition d’une fonction

Méthode.
Pour déterminer le domaine de définition Dy d'une fonction f, on repeére toutes les conditions imposées par
les opérations qui composent f :

. U
e un quotient

(
v(z)

?) impose v(z) # 0;

e une racine carrée \/u(z) impose u(x) > 0 (et u(x) > 0 si, de plus, cette racine se trouve elle-méme au
dénominateur d'une fraction) ;

e un logarithme In(u(x)) impose u(z) > 0;
e arcsin(u(z)) ou arccos(u(z)) impose —1 < u(z) < 1.

On résout chaque condition séparément, puis on prend |'intersection de toutes les conditions. Si f est définie
par morceaux, on applique cette démarche branche par branche (en intersectant chaque condition avec le
sous-ensemble ot la branche s’applique), puis on réunit les morceaux obtenus.

Solution.
La fonction arcsin impose la condition —1 < e* — 3 < 1, soit 2 < % < 4. La fonction exponentielle étant
strictement croissante sur R, cette double inégalité équivaut 3 In2 < z < In4. Donc

‘Df =[In2, 2In2] ‘

Exemple. Application n°2 — Annale 2025-2026, Exercice |
Soit f la fonction qui, a tout réel x € D¢, associe :
cos(mx) siz<0
1+ 4sin(mx)
f(z) = { zIn(1 + 322) si0<z <2

1—cos(2—x)

W six>2

Déterminer Dy.

Solution.
On étudie chaque branche séparément.

Sur]0,2] : la quantité 1 + 322 est toujours strictement positive, donc xIn(1 + 322) est définie pour
tout x : cette branche contribue ]0, 2] tout entier a Dy.

1.
Exemple. Application n°1
Déterminer le domaine de définition de la fonction f(x) = arcsin(e” — 3).



Sur ]2, 00| : le dénominateur ¢2=®)° — 1 s'annule si et seulement si (2 — z)3 = 0, soit z = 2, va-
leur déja exclue de cette branche (z > 2); cette branche contribue donc ]2, +00] tout entier.

Sur ] —00,0] : la racine carrée étant elle-méme au dénominateur, il faut 1 + 4sin(rz) > 0 (inégalité
stricte), soit

. 1
sin(mzx) > T

1 1
En posant a = — arcsin <4) (ona 0 <a<1), larésolution de sin(d) > —1 donne
0

1 1
0 e U } — arcsin <4) + 2km, 7w+ arcsin <4> + 2k7‘&'|:,

keZ

et en posant 0 = 7tz :
x € U]2k—a, 2k+1+aqf.
keZ

On intersecte avec < 0 : seul le terme k& = 0 (tronqué en | — a,0]) et les termes k < —1 (entiérement
contenus dans | — 00, 0[ car 2k +1 4+ a < —1 + a < 0) subsistent. D'ou

DN ]—00,0]=]-0a,0] U (] |2k—a, 2k+1+al
k<-1

En réunissant les trois morceaux :

1 1
Dy = U 12k —a, 2k+1+a] U] —a,0] U]0,+o0][, aﬂarcsin(él).

k<—1

1.2 Etudier la parité, imparité et la périodicité d’une fonction

Méthode.

On vérifie d'abord que Dy est symétrique par rapport a 0, puis on calcule f(—z) et on le compare a f(x) :
o si f(—x) = f(x) pour tout = € Dy, f est paire;
o si f(—x) = —f(z) pour tout x € Dy, f est impaire.

Pour la périodicité, on cherche T > 0 tel que Vo € Dy, x + T € Dy et f(x +T) = f(x).

Intérét pratique : lorsque f est paire et/ou T-périodique, on restreint I'étude de f a un domaine
d’étude plus petit, puis on compléte le graphe par symétrie d'axe (Oy) (parité), par symétrie centrale en 0
(imparité), ou par translation de vecteur T% (périodicité). On combine en général les deux réductions, dans
cet ordre : d'abord la périodicité, puis la parité sur |'intervalle obtenu.

Exemple.
Déterminer le domaine d'étude de la fonction f définie sur R par

cos(2x
fle) = 2<§c)+)1

Solution.
Domaine : cos?(z) + 1 > 1 > 0 pour tout z, donc Dy =R

Périodicité : cos(2(x + 7)) = cos(2z + 27) = cos(2x) et cos?(x + ) = (—cosx)? = cos?(x), donc
f est m-périodique. On restreint I'étude & un intervalle de longueur 7, par exemple —gg )

Parité : cet intervalle est symétrique par rapport a 0, et pour x € [—%, g]

cos(—2x) cos(2x)

J(=2) = cos?(—x) + 1 B cos?(z) +1 = /(@)




. p . . . i N ™
(le cosinus étant pair). Donc f est paire, et on restreint encore I'étude a {0, 5}.

o3l

On complétera ensuite le graphe par symétrie d'axe (Oy) sur [—g, g} puis par translations successives de
vecteur kri, k € Z.

Domaine d’étude :

1.3 Déterminer la fonction réciproque d’une fonction bijective donnée explicite-
ment

Méthode.

Pour déterminer la fonction réciproque d'une fonction f donnée explicitement (et dont la bijectivité de Dy
vers Im(f) a été établie), on résout I'équation y = f(z) d'inconnue z, pour y fixé dans Im(f). L’expression
de = en fonction de y ainsi obtenue est f~!(y).

Cas d’une fonction définie par morceaux : on procéde branche par branche. Sur chaque branche, on
vérifie que la restriction de f y est monotone (donc injective), on détermine I'image de la branche, puis on
résout iy = f(x) sur cette branche. La fonction f~! est alors elle-méme définie par morceaux, un morceau par
image de branche.

Exemple. TD 1, Exercice 7
On considére la fonction f définie par

2241 siz>0.

f(x)={1+x siz <0

Déterminer Dy et, si elle existe, la fonction réciproque f~!.

Solution.
Dy =R, les deux branches étant définies sur tout leur domaine respectif.

Surz <0: f(z) = 1+ z est affine de pente 1, donc strictement croissante ; lorsque x décrit | — 00,0}, f(z)
décrit | — o0, 1].

Surz >0 : f(z) = 2% + 1 est strictement croissante sur ]0,+oo[; lorsque x décrit ]0,+oo, f(z) dé-
crit |1, +o0l.
Les images | — 0o,1] et ]1,+oo[ sont disjointes et leur réunion est R; de plus les deux branches se

raccordent contindiment en 0 (valeur commune 1), donc f est strictement croissante sur R tout entier : f
réalise une bijection de R sur R.

On résout y = f(x) sur chaque image :
epoury<l:iy=l4+aresr=y—1;
epoury>1l:y=a?+1sa2?>=y—1sx=/y—1 (racine positive, car x > 0).

_ y—1 siy<1
i) = .
y—1 siy>1.




1.4 Etudier une fonction par lecture graphique

Méthode.
Aprés avoir tracé (ou obtenu) le graphe de f, on lit directement sur ce graphe :

e le domaine Dy et |'ensemble image Im(f) (projections du graphe sur les axes) ;

e l'injectivité sur Dy : toute droite horizontale y = yy coupe le graphe en au plus un point;

e la surjectivité sur B : toute droite horizontale y = b, b € B, coupe le graphe en au moins un point;
e les bornes infp, f, supp, f, et les éventuels minimum/maximum absolus (atteints ou non);

e les intervalles de monotonie;

e en combinant injectivité et surjectivité (éventuellement aprés restriction de Dy ou de I'ensemble d'arri-
vée), la bijectivité, et le cas échéant la fonction réciproque (méthode 1.3).

Exemple. Test du chapitre 1
Soit f la fonction définie par
3|z| si0<z<1
flz)y=qz?>-22x+4 sil<z<2
34+ M(z) siz>2
ol M désigne la fonction partie fractionnaire (M (z) = = — [z]).
1. Déterminer Dy, tracer le graphe de f, et déterminer Im(f).
2. La fonction f est-elle injective sur D¢ ? surjective sur R 7

3. Détermi’?er infp, fet Supp, /. La fonction f est-elle bornée ? posséde-t-elle un minimum, un maximum
absolus 7

4. La fonction f est-elle inversible sur Dy ? sur ]0,2]? Si oui, déterminer la fonction réciproque.

Solution.
1. Domaine et graphe. Les trois branches ]0,1[, [1,2], ]2, +00] recouvrent exactement ]0,+oo|, donc Dy =

10, +o0l.

o4

T

3 4 5

Sur ]0,1], f(x) =
[3,4]. Sur ]2, +0o0
contenu dans [3,4

3z décrit ]0,3[. Sur [1,2], f(x) = (x — 1)? + 3 est croissante (sommet en = = 1) et décrit
[, f(x) = 3+ M(z) avec M(z) € [0,1], donc f(z) € [3,4] (ce sous-ensemble est déja
D). Au final :

[Im(f) =10,3[ U [3,4] = ]0,4]. |

2. Injectivité / surjectivité. Sur ]2, +o0[, f est 1-périodique : par exemple f(2,5) = f(3,5) = 3,5 avec 2,5 #
3,5. Donc f n'est pas injective sur Dy. Comme Im(f) = ]0,4] C R, f n'est pas surjective sur R.

3. Bornes. Pour tout = € Dy, f(z) > 0 et, lorsque z — 0%, f(z) =3z — 0 : donc infp, f =0, non atteint
(pas de minimum). Le maximum de (x — 1)? + 3 sur [1,2] vaut 4, atteint en z = 2, et c'est aussi la plus
grande valeur de f sur les deux autres branches (qui restent < 4) : donc

inf f = 0 (non atteint), max f = 4 (atteint en z = 2).
Dy Dy




f est majorée mais pas minorée par une valeur atteinte : f n'a pas de minimum, mais posséde un maximum
absolu.
4. Bijectivité. f n'étant pas injective sur Dy (question 2), elle n'est pas inversible sur Dy.
Sur ]0,2] en revanche : f est strictement croissante sur |0, 1[ (vers ]0,3[) et sur [1,2] (vers [3,4]), avec un
raccord continu en 1 (f(1) = 3 des deux c6tés); f est donc strictement croissante sur |0, 2] tout entier, donc
injective, d'image ]0,4]. Ainsi f réalise une bijection de 0, 2] sur ]0, 4].
On résout y = f(x) sur chaque branche :

. pouryG]O,?;[:yzBm@xz%;

epourye3,4]:y=(z—-1)?+3< (x—1)?=y—3s x=1++/y — 3 (racine positive, car z > 1).

i 0,3
Ty =43 el
14+vy—3 siye[3,4].




Suites numériques et limites

Acquis d’Apprentissage.

e La notion de suite, de monotonie et de bornes d'une suite.

La limite d'une suite (convergence, divergence).

Le théoréme de la limite monotone.

Les suites adjacentes.

Les suites récurrentes de la forme w,+1 = f(uy).

2.1 Démontrer une formule explicite d’une suite par récurrence et en déduire sa
limite

Méthode.
Pour démontrer qu'une suite (u,) définie par récurrence vérifie une formule explicite u,, = g(n) pour tout n
(a partir d'un rang ng), on procéde par récurrence :

1. Initialisation : on vérifie que u,, = g(no).

2. Hérédité : on suppose que u, = g(n) pour un rang n > ng fixé (hypothése de récurrence), et on
montre, en substituant cette hypothése dans la relation de récurrence, que u,11 = g(n + 1).

On conclut que u,, = g(n) pour tout n > ny. Il suffit ensuite de calculer lim,,_, ; o g(n) (limite d'une expression
explicite, par les techniques usuelles) pour obtenir lim,, oo .

Exemple. Annale 2024-2025, Exercice 1
On consideére la suite (u,,) définie par u; = 3 et

3u, — 4
Yn e N*,  upy = ———.
" Nas Up — 1
2 1
1. Démontrer que Vn € N*, u,, = s .
n
2. En déduire la limite de la suite (u,).
Solution.
1. Récurrence.
cee e s 2x1+1 )
Initialisation : u; = 3 et — = 3. La formule est vraie au rang 1.
.. . 2 1 2n + 3
Hérédité : soit n € N*, supposons que u,, = nt ; montrons que Up41 = nt .Ona
n n+1
2n + 1 6n +3 —4n
CBu 4 X T T w43 n 243
un+1_un—1_ 2n+1_1 T 2n+1l-n g n+1l n+1"

n n

La formule est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : par récurrence,

2 1
Vn e N*  wu, = nt .

2. Limite.

2 1 1
lim wu, = lim nt = lim <2—|—>:.

n—-+oo n—-+oo n n—-+oo



2.2 Etudier une suite récurrente u,,; = f(u,) : monotonie, convergence et limite

Méthode.
Pour étudier une suite récurrente définie par uo donné et u,+1 = f(uy) :

1. On cherche un intervalle I stable par f (c'est-a-dire f(I) C I) contenant wg : ainsi u,, € I pour tout
n, par récurrence immédiate.

2. On établit, le plus souvent par récurrence (sur une propriété portant sur deux termes consécutifs 3 la
fois), un encadrement du type 0 < w1 < u, < M (ou I'inégalité inverse) : cela donne simultanément
la monotonie de (u,,) et son caractére borné.

3. On conclut a la convergence de (u,,) par le théoréeme de la limite monotone (Théoréme 2.5 du cours).

>

Si f est continue en la limite ¢, on passe & la limite dans la relation w1 = f(u,) : £ vérifie I'équation
du point fixe f(¢) = £. On résout cette équation, puis on sélectionne, parmi les solutions trouvées, celle
qui est compatible avec |'encadrement établi a I'étape 2.

Remarque. L'argument clé de |'étape 2
Si f est croissante sur I, elle conserve l'ordre : de u,y; < u, on déduit f(uny1) < f(up), c'est-a-dire
Unt2 < upt1. Une comparaison entre u; et ug se propage donc, par récurrence, a tous les rangs suivants.

Exemple. Annale 2023-2024, Exercice 1, Partie B
Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par

5t

f($)=m~

On admet que f est croissante sur [0, +o00[ et que ([0, +00[) = [0, 4+0c[. On considére la suite (u,,) définie
parug =1l et Vn € N, up11 = f(up).

1. Montrer que Vn € N, 0 < upq1 < up < 2.
2. En déduire que la suite (u,) est convergente.

3. Déterminer sa limite.

Solution.
1. Encadrement par récurrence.

e e )
Initialisation : ug =1 et u; = f(1) = 6 donc 0 < uq < wug < 2.
Hérédité : soit n € N, supposons que 0 < upy; < u, < 2. Comme f est croissante sur [0, +o0]
(remarque ci-dessus), on a
f(0) < funt1) < flun) < f(2),
_5x16

c'est-a-dire (puisque f(0) =0 et f(2) = SxE = 2):

0 S Un4-2 S Unp+1 S 2.

Conclusion : par récurrence,

‘VnEN, Ogun+1§un§2.\

2. Convergence. L'inégalité précédente montre que (u,,) est décroissante et minorée par 0 : par le théoréme
de la limite monotone, (u,) est convergente, vers une limite ¢ > 0.

3. Calcul de la limite. La fonction f est continue sur [0,+oo] (quotient de fonctions continues, déno-
minateur jamais nul); en passant a la limite dans u,11 = f(uy), £ vérifie f(¢) =€ :

504

_ 4 _ g3 3_ g2 _ Q) —
S+ 1) { & b0 =8¢ +8€<:>£(5£ 8¢* —8) =0.

On remarque que £ = 2 est racine de 5/3 —8(? — 8 (en effet 5 x 8 —8 x 4 —8 = (), ce qui permet de factoriser :

503 — 807 —8 = (£ —2)(5% 4 2¢ + 4).



Le discriminant de 502 +2¢ + 4 est A = 4 — 80 = —76 < 0 : pas de racine réelle. Les solutions de f(¢) = ¢
sont donc £ =0 ou £ = 2.

Or (uy) est décroissante et ug = 1 < 2, donc £ < uy = 1 < 2 : la valeur £ = 2 est exclue. Finale-
ment
n—-+oo

2.3 Démontrer que deux suites sont adjacentes et en déduire leur limite commune

Propriété. Suites adjacentes (Théoréme 2.21 du cours)
Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si I'une est croissante, |'autre décroissante, et si lim,, ;o0 (U5, —
u,) = 0. Dans ce cas, (uy) et (v,) convergent vers une méme limite.

Méthode.
Pour démontrer que deux suites (u,,) et (v,,), définies par un méme systéme de récurrence, sont adjacentes :

1. On montre, souvent par récurrence simultanée, un encadrement du type u, < v, pour tout n, qui
permet d'établir que (u,,) est croissante et (v,,) décroissante.

2. Chaque suite est alors monotone et bornée par I'autre (donc bornée) : par le théoréme de la limite
monotone, (u,) et (v,) convergent chacune vers une limite finie, notées ¢; et /.

3. On passe a la limite dans les relations de récurrence pour montrer que ¢; = #5 : on en déduit que
Up — Uy, — 0, ce qui achéve de montrer que les deux suites sont adjacentes, de limite commune
L=t = L.

Exemple. Test 2 du chapitre 2, Exercice Il
On considére deux suites (u,,) et (vy,) définies par

Uy, + Up

up =1, wvo=4, VneN, upi1= 5 Un4l = VUnpiUn.

Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.
Solution.
Etape 1 : encadrement 0 < u,, < v,.
Initialisation : ug = 1 < vy = 4.
Hérédité : supposons 0 < u,, < v,,. Alors

Up + v

Upy1 = % € [tn,v,] (moyenne de deux termes),

donc en particulier 4,41 < v,. On en déduit
2 = > u? >
VUp41 = Un4+1Un = Uy g — Upn41 = Un+1
(les deux membres étant positifs), et
2 = <02 <
VUpt1 = Un+1Un SV, = Uptl S Up.
Donc 0 < uy11 < vn11 : I'encadrement se propage par récurrence.

_ . . Un + Un
Etape 2 : monotonie et convergence. Puisque v, > wu, pour tout n, on a Upyl = ———— = Uy la

2
suite (u,,) est croissante. L'inégalité v, 1 < v, obtenue ci-dessus montre que (v,,) est décroissante.
De plus (u,) est croissante et majorée par vy = 4 (car u,, < v, < wvg), donc convergente vers une limite ¢ ;
et (vy,) est décroissante et minorée par ug = 1, donc convergente vers une limite (s.
b1+ 4y

Up, + Up .
———, on obtient ¢; = ,
2 et 2

Etape 3 : limite commune. En passant a la limite dans wu,,; =

soit /1 = ¥5. Ainsi v, — u,, — o — ¥¢1 = 0.



Conclusion : (u,) est croissante, (v,) est décroissante, et v, — u, — 0 : les suites (u,) et (v,)
sont

‘adjacentes,et convergent vers une méme limite /.

10



3
La limite et fonctions continues

Acquis d’Apprentissage.

Les limites d'une fonction (finies, infinies, en un point ou en +00).

Les notations de Landau (o, ~) et la hiérarchie des infinis.

La continuité d'une fonction et la classification des discontinuités.

Les asymptotes verticales, horizontales et obliques.

Les théorémes de Weierstrass, Darboux, Bolzano, et le théoréme de la bijection.

3.1 Calculer une limite indéterminée par transformation algébrique

Méthode.
Pour lever une indétermination dans le calcul d'une limite (formes =, %, 00 — 00, etc.), on transforme
I'expression algébriquement :
e on factorise le numérateur et le dénominateur par leur terme dominant (la plus haute puissance de z
en £00), puis on simplifie;
e on multiplie par la quantité conjuguée lorsqu’une différence de racines apparait : pour des racines
a? —v? : . a® — b3
; pour des racines cubiques, a — b= —————;
a-+b a? + ab + b2
e on effectue un changement de variable X = g(x) lorsque f(z) = h(g(x)) : on calcule alors
limx_, x, h(X), ot Xo = lim,_,,, g(z) (limite d'une fonction composée, Proposition 3.4 du cours).

carrées, a — b=

Exemple. Application n°1 — TD 3.1, Exercice 1.p
Calculer

lim (f/x9+12m6+x+2—x3>.

T—+00

Solution.

Posons a = V29 + 1228 + 2 + 2 et b = 2®. La différence a — b est de la forme 3 aprés factorisation (deux
termes qui tendent chacun vers +00) ; on multiplie par la quantité conjuguée généralisée aux racines cubiques,
a® — b3 = (a—b)(a® + ab+ b?) :

b a’ — b3 (2% +122° + 2 +2) —2° 12254+ 2+ 2
a — — = = .
a? + ab+ b2 a? + ab+ b2 a? + ab+ b2
1225 2 12
On factorise par % au numérateur et au dénominateur. Au numérateur : LGJH— =124+ —=+—5 — 12
X X X
12 1 2 b
Au dénominateur, en notant que % = f/l + S+ 5+5> 1 et — = 1:
T x x x x

a2+ab+b2_<a)2 a b

b 2

Donc

lim (\3/x9+12x6+x+2—x3) :%:,

r—+00

11



Exemple. Application n°2 — changement de variable

Calculer
In?(z) + 2In(x)
r—0t IHQ(ZE) + 1 ’
Solution.
On a lim,_,g+ In(z) = —co0. On pose X = In(x) : lorsque z — 07, X — —o0, et |'expression devient
X2 42X
X2+1

On factorise par X? (terme dominant) :

X?+2X 1+ %
X241 144 xo-o

Par la propriété de limite d'une fonction composée,

2
lim In“(x) + 21n(x) _ .

z—0+ ln2(a:) +1

3.2 Calculer une limite indéterminée a ’aide des équivalents usuels et de la hié-
rarchie des infinis

Méthode.
Pour calculer une limite indéterminée se présentant comme un produit ou un quotient de plusieurs facteurs,
on remplace chaque facteur par un équivalent plus simple au voisinage du point étudié :

e hiérarchie des infinis : un polynéme est équivalent a son terme de plus haut degré en +co (a son terme
de plus bas degré en 0); plus généralement, en +o0, lnb(:c) Kzt a* <!l (a>1,bc>0);

e équivalents usuels : si f(z) — 0, alors sin f(z) ~ f(x), tan f(z) ~ f(x), In(1 + f(z)) ~ f(x),
2
ef@® — 1~ f(x), 1 —cos f(z) ~ @

On peut multiplier ou diviser des équivalents entre eux pour simplifier |'expression mais jamais les additionner
ou les soustraire sans précaution (composer une somme d’'équivalents peut donner un résultat faux).

Exemple. Application n°1 — Annale 2024-2025, Exercice 4.a

Calculer
. 2342x2-5 < 2 >
lim —tan | — | .
T—+00 r—1 2
Solution.
203+ -5 23 9 . ; h .
En +o0, — 1 ", = 2x* (terme dominant au numérateur et au dénominateur).
T — x
2 2 2
Posons X = — : lorsque * — 400, X — 0, et tan(X) ~ X, donc tan (2) ~ .
T T X

En multipliant les deux équivalents :

3 _
Mm <2> on?w 24
xr — T

Donc

z—+00 rz—1

3 _
lim M tan (3322) = .
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Exemple. Application n°2 — Annale 2023-2024, Exercice 4.a

Calculer
203 4+1 / _1
im (e T — 1) .
z—+oo T+ 1

Solution. 5 5

2 1 2
En 400, T NL:ZTQ.

x+1 x .
Posons X = —= : lorsque x — 400, X — 0, et eX — 1 ~ X, donc e — 1~ —=.

T

x
En multipliant les deux équivalents :

3
207+ 1 (efﬁ — 1) ~ 2% x (1> = —2r —— —oo0.
x

r+1 z—+00

Donc

o223 4+1/ s
A T () -

3.3 FEtudier la continuité d’une fonction et classifier ses discontinuités

Propriété. Classification des discontinuités
Soit ¢ un point de discontinuité de f. On dit que z est un point de discontinuité :

e de premiére espéce (ou apparente) si lim,_,,, f(z) = ¢ € R existe mais £ # f(xo);

e de deuxiéme espéce (saut fini) si les limites unilatérales ¢_, ¢, € R existent mais £_ # ¢, (le saut
est S =0 —04]);

e de troisiéme espéce (saut infini ou discontinuité essentielle/inamovible) si I'une au moins des limites
unilatérales n'existe pas ou est infinie.

Méthode.
Pour étudier la continuité de f en un point o (typiquement un point de raccord d'une fonction définie par
morceaux) et classifier une éventuelle discontinuité :

1. On justifie que f est continue sur D¢\ {zo} (somme, produit, rapport, composée de fonctions continues
« SPRC »).

2. On calcule les limites unilatérales /_ = lim,, f(z) et by = lim,,_, f(x) (avec les techniques des
méthodes 3.1 et 3.2).

3. On compare ¢_, £, et f(xg), et on classe la discontinuité éventuelle a I'aide de la propriété ci-dessus.

Exemple. Annale 2025-2026, Exercice |
Soit f la fonction qui, a tout réel x € Dy, associe :

cos(mx)
1+ 4sin(7zx)
f(z) = { zIn(1 + 32?) si0<z<2
1—cos(2 —x)
e2-2)* — 1

siz <0

siz > 2
Etudier la continuité de f et classifier les discontinuités.

Solution.
f est continue sur Dy \ {0,2}, comme SPRC de fonctions continues sur chaque branche.

Enzo=0:

lim f(z) = lim zln(1+432%) =0 (produit d’une limite nulle par une limite nulle),
z—0t z—0t
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) B cos(0) N

Les deux limites unilatérales existent et sont finies, mais 0 % 1 : g = 0 est un point de discontinuité de

deuxiéme espéce (saut fini), de saut S =10 —1| = 1. ‘

En 2z =2:
lim f(z) =2In(1+ 12) = 2In(13) = f(2).
T2~
Pour la limite a droite, on pose t = 2 — z — 0~ lorsque x — 27. En utilisant les équivalents usuels

t2 t 3
l—cos(t)NEete -1~

1 — cos(t) t2/2 1
li = 1 — =1 —— =1 — = —00.
Jm, fle) = lHm =7~ = lim == = lim o = —o0

La limite & droite est infinie : o = 2 est un point de discontinuité de

‘troisiéme espéce (saut infini). ‘

3.4 Déterminer les asymptotes verticales, horizontales et obliques

Propriété. Branches infinies
Soient a,b,m,q € R.

1. Silim, .+ f(x) = oo, Cy admet une asymptote verticale d'équation = = .

2. Silimg; 400 f(x) = b, Cy admet une asymptote horizontale d'équation y = b.

/()

3. Silimy 400 — =m et lim, 4o [f(x) —ma] = g (avec m # 0), Cy admet une asymptote oblique
T
d'équation y = mx + q.

(Une fonction n’a pas d'asymptote oblique 1a od elle a déja une asymptote horizontale; on peut avoir des
asymptotes différentes a droite et a gauche.)

Méthode.
Pour déterminer les asymptotes d'une fonction f :

1. Aux bornes finies exclues de D (souvent des zéros du dénominateur), on calcule la limite unilatérale ;
si elle est infinie, on a une asymptote verticale.

2. En £o00, on calcule lim,_, 1o f() : si elle est finie, on a une asymptote horizontale.

3. Si f tend vers +oo sans asymptote horizontale, on cherche une asymptote oblique en calculant m =

/(=)

lim — puis ¢ = lim[f(z) — maz].

Exemple. Application n°1 — Annale 2025-2026, Exercice Il

: . x —5|Vaz -1 . .
On considére la fonction f(z) = % Déterminer Dy et les droites asymptotes.
22 —

Solution.
Domaine : il faut 22 — 1 > 0 et 22 — 9 # 0, donc

Dy =]-00,-3[U]—-3,—-1] U [1,3[U]3,4o0].

Asymptotes verticales : en = £3, le numérateur tend vers une valeur finie non nulle (|£3 — 5//9 — 1 # 0)
tandis que le dénominateur tend vers 0, donc

li =4 li =do00:
Jlim f(z) =00, lim f(z) = Fo0
‘x = —3 et x = 3 sont des asymptotes verticales.
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Asymptote horizontale : en o0, |z — 5| ~ |z| et Va2 — 1 ~ |z|, donc

el Jal _
Izl _

f(z)

1 = lim f(z)=1:

T rz—+o0

‘y = 1 est une asymptote horizontale (a droite et a gauche). ‘

Exemple. Application n°2 — asymptotes obliques distinctes, exemple du cours
Déterminer les asymptotes de f(z) = x + arctan(z).

Solution.
D; =R (pas d'asymptote verticale). Comme lim,_, 1o, f(z) = £oo, il n'y a pas d'asymptote horizontale. On
cherche une asymptote oblique :

m = lim M: lim (1+arctan(:c)>l

rz—too I T—Fo0 x

(car arctan(z) est bornée). Puis

g= lim [f(x)—2]= lim arctan(z) = :I:g.

rz—+o0 r—Fo0

On obtient ainsi deux asymptotes obliques différentes :

y:a:—l—gédroite (z = +00), y:x—gégauche (z = —00).

3.5 Démontrer ’existence d’une solution a I’aide du théoréme des valeurs inter-
meédiaires (Bolzano)

Propriété. Théorémes de Weierstrass, Darboux et Bolzano
Soit f : [a,b] — R continue.
o (Weierstrass) [ est bornée sur [a,b] et y atteint ses bornes (posséde un minimum et un maximum
absolus).
e (Darboux - théoréme des valeurs intermédiaires) pour tout y compris entre inf f et sup f, il existe
x € [a,b] tel que f(z) =y.
e (Bolzano) si f(a)f(b) < 0 (changement de signe), il existe ¢ € ]a, b] tel que f(c) = 0.

Méthode.
Pour démontrer qu'une équation f(z) = 0 admet (au moins) une solution sur [a,b],
sans avoir besoin d'étudier la monotonie de f :

1. On vérifie que f est continue sur [a, b].

2. On calcule (ou on encadre le signe de) f(a) et f(b) : s'ils sont de signes opposés (f(a)f(b) < 0), le
théoréme de Bolzano garantit I'existence d'au moins un ¢ € ]a, b] tel que f(c) = 0.

Attention : ce théoréme ne donne que |'existence d'une solution, pas son unicité contrairement au théoréme
de la bijection (méthode 3.6), qui exige en plus la stricte monotonie de f mais conclut a I'unicité.
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Exemple. Exemple classique

P . o . s
Démontrer que |'équation cos(z) = = admet au moins une solution dans [0, 5}.

Solution. -
Posons f(x) = cos(z) — x. f est continue sur [0, 5] (différence de fonctions continues). On a

£(0) =cos(0) —0=1>0, f(g):cos<g)—g:—g<0.

Donc £(0) f(g) < 0 : par le théoréme de Bolzano, il existe

ce }0, g{ tel que cos(c) = c.

3.6 Démontrer qu’une fonction réalise une bijection a I’aide du théoréme de la

bijection

Propriété. Théoréme de la bijection

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f réalise une bijection de I
sur J = f(I), et sa réciproque f~! est elle-méme continue sur J, strictement monotone et de méme sens de
variation que f.

Méthode.
Pour démontrer qu'une fonction f réalise une bijection d'un intervalle I sur un intervalle J, et en déduire
I'existence (et I'unicité) d'une solution a une équation f(x) =k sur I :

1. On montre que f est continue sur I et strictement monotone sur [ (3 I'aide du signe de sa dérivée
(méthode 4.2) ou directement, par exemple comme combinaison de fonctions usuelles monotones).

2. Par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de I sur J = f(I), intervalle que I'on détermine
a I'aide des limites (ou valeurs) de f aux extrémités de I.

3. Sik € J, I'équation f(x) = k admet alors une unique solution dans I : I'antécédent de k par la bijection

f

Exemple. Exemple du cours
Soit f la fonction définie par f(z) = 23 + 2 + 1.
1. Démontrer que f réalise une bijection de I = [—1,0] sur un intervalle J & déterminer.

2. En déduire que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution dans [—1,0].

Solution.

1. f est continue sur R (fonction polynomiale), donc sur [—1,0]. De plus f/(x) = 322 + 1 > 0 pour tout =,
donc f est strictement croissante sur R, en particulier sur [—1,0]. Par le théoréme de la bijection, f réalise
une bijection de [—1, 0] sur

J=f([=1,0) = [f(=1), f(O)] = [-1,1].
2. Puisque 0 € J = [—1, 1], on en déduit que

’f(x) = 0 admet une unique solution dans [—1,0].‘
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4
Fonctions dérivables et développements limités

Acquis d’Apprentissage.
e La dérivabilité, la dérivée, et les points de non-dérivabilité.

e Les théorémes de Rolle, Lagrange, Fermat, de I'Hopital.

Le plan d'étude d’une fonction.

Les développements limités usuels et les opérations sur les DL.

Les applications des DL : tangente, limites, asymptotes obliques.

.1 Etudier la dérivabilité d’une fonction et classifier les points de non-dérivabilité

Propriété. Classification des points de non-dérivabilité
f(z) — f(@o)

Soit zp € Dy tel que les dérivées unilatérales f’ (z9) = lim
r — X

f(@) — f(zo)
r — X
o si f (zo) et f (xo) sont finies et distinctes : point anguleux (deux demi-tangentes non verticales);

et fi(zo) =

I‘)IO

lim,_, existent (dans R) mais f n’est pas dérivable en ¢ :
o si f' (xg) = f (xg) = £o0 (méme signe) : point d'inflexion a tangente verticale;
e si f/ (zo) et fi (xo) sont infinies de signes opposés : point de rebroussement (cuspide).

Lorsque z( est une extrémité d'une composante de D; (un seul coté appartient & Dy), seule la dérivée
unilatérale correspondante a un sens : si elle est infinie, on parle de demi-tangente verticale.

Méthode.
Pour étudier la dérivabilité de f en xzq et classifier un éventuel point de non-dérivabilité :

1. On calcule séparément f’ (xq) et f! (xq) (lorsque les deux cotés appartiennent a Dy), a I'aide des
techniques de calcul de limites (méthodes 3.1 et 3.2).

2. On compare les deux valeurs obtenues a la propriété ci-dessus pour classer le point.

Exemple. Annale 2025-2026, Exercice IlI

_5l22 =
On considére f(z) = |x52—:cgl de domaine Dy =] —o00,—3[U]—3,—-1] U [1,3[ U ]3, +o0]. Classifier
7B —

les points de non-dérivabilité de f.

Solution.
Les candidats sont zg = 5 (changement de signe de |z — 5|) et x1 2 = 1 (extrémités de Dy, la ou vz? — 1
s'annule).

En 2o =5: f(5) =0, et pour x proche de 5,

f@) = £(5) o~ 5lVaT— 1
x—5 (22 —9)(z —5)"

A droite (z > 5,

x—5l=x—-5):
flx)  Va?—-1 \/ﬂ_@

x—5  22—9 a5+ 16 8

A gauche (z <5, |r —5|=5—2=—(x —5)):
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Les deux dérivées unilatérales sont finies et distinctes :

‘(5,0) est un point anguleux. ‘

En 21 = 1 (seul le c6té x > 1 appartient a D) : f(1) =0, et en écrivant V22 — 1 =z — 1/ + 1,

fl@) = f1) _Je-5Va+T 1
x—1 22-9  Va-1

4\@__@
2

Quand z — 17, le préfacteur tend vers —5 = (car 22 — 9 — —8 < 0), tandis que — 400,

1
voe—1

donc

#11) = .

Comme seul ce coté existe, on a une ‘ demi-tangente verticale en (1,0). ‘

En xp = —1 (seul le cdté z < —1 appartient & Dy) : de méme, en écrivant V22 —1 = /1 —zy/—1 —z et
en posant t = —1 —z — 0™,

flo) = f=1)  |Jz-5Vi-= 1

x+1 x2 -9 N
2 2
(le préfacteur tend vers —% = % > 0), donc f’ (—=1) = 400 : on a une

’ demi-tangente verticale en (—1,0). ‘

Remarque : ces deux derniers points sont parfois appelés, par extension du vocabulaire (et c'est ce que fait
le corrigé officiel), des « points cuspides a droite/a gauche ». La prudence impose toutefois de vérifier qu'un
seul c6té du point appartient réellement a Dy.

4.2 Démontrer une existence ou une inégalité a ’aide des théorémes de Fermat,
Rolle et Lagrange

Propriété. Théoréemes de Fermat, Rolle et Lagrange
e (Fermat) Si z( est un point intérieur & Dy et un extremum local de f, dérivable en z, alors f’(zg) =0
(la réciproque est fausse : f(x) = 2° admet 2y = 0 comme point critique sans extremum).
e (Rolle) Si f est continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b], et f(a) = f(b), alors il existe ¢ € ]a, b] tel que
f'(e)=0.
e (Lagrange - théoréme des accroissements finis) Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b], alors
il existe ¢ € |a, b[ tel que

f) = fa) = f'(e)(b - a).

Méthode.
Ces théorémes ne servent pas a calculer, mais & démontrer |'existence d'un point particulier :

e pour démontrer qu'une équation f’(z) = 0 admet (au moins) n solutions sur ]a,b[, on exhibe n + 1
zéros (ou n + 1 valeurs égales) de f, et on applique le théoréme de Rolle sur chacun des n intervalles
consécutifs qu'ils délimitent ;

e pour démontrer une inégalité du type |f(b) — f(a)| < M|b — a|, on applique Lagrange entre a et b,
puis on majore |f’(c)| par M sur I'intervalle.
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Exemple. Exemple du cours — Rolle itéré
Soit f : [a,b] — R, n fois dérivable sur [a,b], qui s'annule au moins n + 1 fois sur [a,b]. Démontrer que
I'equation f’(x) = 0 admet au moins n solutions sur ]a, b].

Solution.
Soient a1 < ag < -+ < a4 des points distincts de [a, b] en lesquels f s'annule. Pour chaque k € {1,...,n},
f est continue sur [ag, agy1], dérivable sur Jag, agy1], et f(ax) = f(agr1) = 0 : par le théoréme de Rolle, il
existe

Br. € lag, aga1| tel que  f'(Bx) = 0.
Comme oy < f1 < e < B2 < -+ < ap < B < apy1, les n réels f1,..., 3, sont deux a deux distincts.
Donc

‘f’(x) = 0 admet au moins n solutions distinctes sur |a, b]. ‘

Exemple. Application n°2 — inégalité par Lagrange
Démontrer que V(z,y) € R?, |sin(x) — sin(y)| < |z — y].

Solution.
Si x = y, I'inégalité est triviale. Supposons x # y; quitte a échanger x et y, on suppose x < y. La fonction
sin est continue sur [z, y] et dérivable sur |z, y[ : par le théoréme de Lagrange, il existe ¢ € |z, y[ tel que

sin(y) — sin(z) = cos(c)(y — ).

Or | cos(c)| < 1 pour tout ¢, donc

[ sin(z) — sin(y)| = | cos(c)| [z — y| < |z — y]. |

4.3 Démontrer la bijectivité via le signe de la dérivée, déterminer la réciproque
et sa dérivée

Méthode.
Pour démontrer qu'une fonction f est bijective a l'aide du signe de sa dérivée, et déterminer sa fonction
réciproque (ou la dérivée de celle-ci) :
1. On calcule f'(x) et on étudie son signe sur Dy (ou sur I'intervalle I considéré) : si f’ garde un signe
strict constant, f est strictement monotone sur .

N

On calcule les limites (ou valeurs) de f aux extrémités de I pour déterminer J = f(I).

3. Par le théoréeme de la bijection (méthode 3.6), f réalise une bijection de I sur J.

>

Pour déterminer f~! explicitement, on résout y = f(x) d'inconnue = (méthode 1.3). Si seule la valeur
de (f~1)" en un point yo = f(xo) est demandée, on peut éviter ce calcul et utiliser directement

(f_ )/(yo) = f/(xo)'
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Exemple. Application n°1 — Annale 2024-2025, Exercice 2.2

Soit f définie sur R par f(z) = 14-%
e T

1. Justifier que f est une bijection de R vers un intervalle I & déterminer.

2. Déterminer sa bijection réciproque.

Solution.
1. f est continue et dérivable sur R, et

f(z) = e veeR
- (1 +e2z)2 ’
donc f est strictement décroissante sur R. Comme lim, o f(2) = 0 et lim,,_ f(x) = 2, le théoréme de
la bijection donne :

‘f réalise une bijection de R sur I = |0, 2]. ‘

2. Pour y €]0,2[ :

2 2 1 2
=" _eyl+eN) =2 ="—lor=_hn(--1).
Y= ym SYl ) =28 @ = ler=g n(y )

2

Yy = 11n (z — 1) , y€]o,2[.

Exemple. Application n°2 — TD 4.2, Exercice 7

. Inz—3
Soit f(z) = maT o

3
Dire si f est inversible sur D et calculer (f~!)’ (—)

2

Solution.
t—3

Dy =10,e72[ U Je~2,+o0o[. En posant t = Inx (bijection de ]0,+oo[ sur R), f(z) = g(t) = T 2vec

5 . . .
gt = e > 0 sur R\ {—2} : g est strictement croissante sur chacun des deux intervalles | — oo, —2]
et | — 2, +oo[, d'images respectives |1, +o00[ et | — 00, 1], qui sont disjointes. Donc g, et par composition f,
est injective sur Dy : f est inversible sur Dy.

On cherche zg tel que f(zo) = —g :

3
g(t):—5(:)2(75—3):—3(t—|—2)@515:0(:%:0(:)300:@0:1.

On calcule

|
[
t

, B %(lnx+2)—(lnx—3); B
i) = (Inz + 2)2 - z(lnz +2)2’

Par la formule de la dérivée de la réciproque :
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4.4 Déterminer un développement limité par les opérations usuelles

Méthode.
Pour déterminer le DL d'une fonction obtenue par combinaison de fonctions usuelles, on combine les DL
élémentaires (tableau des DL usuels) a I'aide des théorémes suivants :

e DL d’'une somme/produit (Théoréme 4.16) : on additionne (resp. multiplie, en ne gardant que les
termes de degré < n) les DL de chaque facteur, calculés au méme ordre n;

e DL d’une composée (Théoréme 4.17) : si f admet un DL d'ordre n en xy et g un DL d'ordre n en
yo = f(xp), on substitue le DL de f dans celui de g;

e DL d’un quotient (Théoréme 4.18) : on factorise numérateur et dénominateur par leur terme dominant,

puis on rameéne le calcul a celui de =1—-u+u?—ud+. ...

+u
On calcule chaque DL intermédiaire a un ordre suffisant (souvent supérieur a |'ordre final visé) pour ne perdre
aucune précision lors des produits, compositions ou divisions.

Exemple. Application n°1 — Annale 2025-2026, Exercice Il
On considére ,
f(z) = 1227 (1 — cos(22?)) + 3z (In(1 + 22%))” + 4sin(22?).

Déterminer le développement limité a 'ordre 7, au voisinage de xg = 0, de f.

Solution.
On traite chaque terme séparément, a I'ordre nécessaire.

2

Terme 1: 1 — cos(u) = % + o(u?) avec u = 222, donc 1 — cos(22?) = 22* + o(z?), et

122° (1 — cos(22%)) = 1223(22* + o(x?)) = 2427 + o(z7).
2

Terme 2 : In(1+v) =v — % + 0(v?) avec v = 222, donc In(1 + 22?) = 222 — 22* + o(z*), puis

(In(1+ 23:2))2 = (222 — 22* + o(z1))? = 42 — 825 + o(2®),

et
3z(In(1+ 2x2))2 = 3x(4x* — 82° 4+ o(2%)) = 122° — 2427 + o(z7).
w? 4
Terme 3 : sin(w) = w — < " o(w?®) avec w = 222, donc sin(22?) = 222 — gxﬁ +o0(29), et

1
4sin(22%) = 827 — —6:56 + o(x%).

3
Somme des trois termes (a3 I'ordre 7) :
fla) = 822 + 1227 — ?xﬁ + (24 — 24)2" +o(a").
terme 3 terme 2 m m

1
f(z) = 8z +122° — §6m6 + o(z").

Exemple. Application n°2 — DL d'un quotient, Annale 2023-2024, Exercice 2.1

In(1+2
Déterminer le DL & I'ordre 2 en 0 de f(x) = 711(_ + f)
e xr __

Solution.
Le dénominateur e=* —1 ~ —x s'annule a l'ordre 1 : on calcule donc numérateur et dénominateur a 'ordre 3
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pour obtenir le quotient & I'ordre 2.

8 2 3
ln(1+2x):2x—2x2+§x3+0(x3), e_r—lz—x+%—%+0(x3).
On factorise chacun par z :
2 — 2z 4 822 + o(2?) 1
fla) = P 5 =220+ 52%) x ——— +o(a?)
x  z? 1 9 9 T 1, 9 ..
En posantvffiJrE, 1+Uf17v+11 +o(a:)f1+§+ﬁx + o(z*). D'od
8 1 11
flx) = — <2 — 2z + 3x2> <1 + g + uxz) +o(z?) = — <2 —z+ 6x2) + o(x?).

fl))=—24z— %xz + o(z?).

4.5 Exploiter un développement limité pour 1’étude locale d’une fonction

Méthode.
Soit f(x) = co + c1(x — w0) + cx(x — 20)*F + o((x — 10)*) le DL de f en zq (avec cj, le premier coefficient
non nul aprés ¢1, k > 2).
o lim, ,,, f(x) = co; la tangente a Cy en x( a pour équation y = ¢o + c1(x — xo).
e La position de C; par rapport a la tangente est donnée par le signe de c(z — z0)" : si k est pair, ce
signe est constant (courbe au-dessus si ¢, > 0, en dessous si ¢ < 0); si k est impair, le signe change
en o : point d’inflexion 3 tangente oblique.

e Si ¢y = 0 (tangente horizontale) et ¢, est le premier coefficient non nul aprés ¢y : si k est pair, z( est un
extremum local (minimum si ¢; > 0, maximum si ¢, < 0); si k est impair, o est un point d'inflexion
a tangente horizontale.

(n)
e Le DL donne directement les dérivées en zq via ¢,, = fi(’ﬂvo), soit (™ (zo) =nlec, (avec ¢, =0sile
n!

n

terme (x — xo)™ n'apparait pas dans le DL).

Exemple. Application n°1 — Annale 2024-2025, Exercice 2.1
1
On reprend f(x) = Them dont le DL a I'ordre 3 en O est f(x) =1 —x + §x3 + o(2?). En déduire I'étude

locale en 0 de f (limite, tangente, position de la courbe par rapport a la tangente).

Solution.
lim,_,o f(z) = 1. La tangente A a C'y en 0 a pour équation y = 1 — z (coefficients ¢ = 1, ¢; = —1).

1 . . . 1
Le premier terme apreés c; est gx?’, de degré k = 3 impair : le signe de §x3 change en 0, donc

’ (0,1) est un point d'inflexion : C'; est en dessous de A pour z < 0, au-dessus pour = > 0. ‘
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Exemple. Application n°2 — Annale 2025-2026, Exercice Il (suite)
16
On reprend le DL de la méthode précédente : f(x) = 822 + 122° — Elﬁ +o(z").

1. Dire si g = 0 est un point de minimum local, maximum local, ou inflexion & tangente horizontale.
2. Calculer f®(0) et f(M(0).

Solution.
L. Ici ¢; = 0 et le premier coefficient non nul est c; = 8 (terme 8z%), de degré k = 2 pair, avec c; =8 >0 :

‘xo = 0 est un point de minimum local. ‘

2. Le terme en z* n'apparait pas dans le DL (coefficient ¢4, = 0), donc f(¥)(0) = 4! x 0 = 0. De méme, aprés
simplification des termes en x7 (méthode précédente : 2427 — 2427 = 0), ¢; = 0, donc

M=o, 10 =o.

4.6 Calculer une limite indéterminée a I’aide d’un développement limité

Meéthode.

Lorsqu'une limite lim,_, 5,

(z)

se présente sous forme % et que les équivalents usuels ne suffisent pas (sommes

d'équivalents, simplifications en cascade), on calcule les DL de f et de g en z(, a un ordre suffisant pour que
les parties principales pp;(z) = c(z — xo)* et ppy(z) = di(z — xo)! apparaissent clairement. On a alors :

osik<l:hm£§fz)):sign(fl];)oo;
e f@®) e

omk-l.hmm—dl,

osik>l:limM:0.

9(x)
Conseil : on calcule d'abord le DL a I'ordre le plus bas possible ; si cela ne suffit pas a lever I'indétermination
(les deux parties principales s'annulent), on augmente progressivement |'ordre.

Exemple. TD 4.4, Exercice 16.a
1 — cos(2x)

Calculer lim
=0 tan?(z)

Solution. 5 )
1 — cos(2z) = 222 — §x4 +o(z*) et tan(z) = = + gx?’ + o(2?), donc

2
tan?(z) = 2% + g:v4 + o(zh).

Ainsi
1 — cos(2z) B 222 — %x4 +o(z*) _2- %zQ + o(a?) ,
tan®(z) a2+ 22t + o(a?) 1+ 222 + o(2?) a—0
1 — cos(2z)

im = 2.
2=0  tan?(z)

Remarque. Pour s’entrainer davantage
Le TD 4.4 (Exercice 17) propose des limites ol les parties principales du numérateur et du dénominateur
s'annulent & I'ordre attendu, ce qui impose de pousser le DL un ordre plus loin avant de conclure.
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Remarque. Une alternative : le théoréeme de |'Hépital
Le théoréme de I'Hépital permet, sous certaines hypothéses (formes % ou %,
calculer une limite indéterminée sans DL :

flz) _ . @)

lim ——= = lim (si cette derniére limite existe).
z—zo g(x)  z—mo g'(T)

g’ # 0 au voisinage de z), de

Par exemple, pour la limite de I'Application précédente, f(z) = 1 — cos(2z) et g(x) = tan®(z) donnent
f!(z) = 2sin(2z) et ¢’(z) = 2tan(z)(1+tan?(z)), qui sont encore de la forme & en 0 : il faudrait réappliquer
le théoréme (ou repasser par des équivalents, 2sin(2z) ~ 4z et 2tan(x)(1 + tan?(z)) ~ 2, ce qui redonne
‘2% — 2). Inconvénient de I'Hopital : chaque application peut faire réapparaitre une forme indéterminée, alors
qu'un DL poussé a I'ordre suffisant conclut en une seule fois.

4.7 Déterminer une asymptote oblique par développement limité asymptotique

Méthode.
Pour étudier les branches infinies d'une fonction f en +00 a l'aide d'un DL :

1
1. On pose t = — — 0 et on exprime f(x) en fonction de ¢.
%

2. On développe cette expression en série de t (DL usuel en 0), jusqu’a obtenir une écriture de la forme

f(m):cox+cl+cx2+o(l>.

X

3. L'asymptote oblique a pour équation y = cox + ¢;.
... , 3 . c .
4. La position de C par rapport a |'asymptote est donnée par le signe de =2 (donc par le signe de co en
o

+00, et |'opposé en —o0).

Exemple. TD 4.4, Exercice 19.a
L . 1
Réaliser I'étude asymptotique en oo de f(z) = 3z + 1)ew — 1 — z.

Solution.

1 t2
En posant t = — et et:1+t+§+0(t2),on développe :
x
1 1 1 3 1
3zet/* =3z (1+ -+ 540 = ]))=32+3+—+0(~-],
x  2x2 x? 2x x
1 1
el/le—l——i—o().
x x

3 1 1 5 1
(3:1:+1)61/I:3$+4+++0<) =3x+4++0<).
2¢  «x T 2x T

En sommant :

D'ou 5 .
= Del/* -1 —2=2 — =
f(z)=Bx+1)e r=2x+3+ 5 +0<x>

Asymptote :
y =2x+ 3.

" ) ) .
Position : le signe de o est celui de x, donc
T

Cy est au-dessus de |'asymptote en + oo, en dessous en — co.
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5
Primitives et intégrale de Riemann

Acquis d’Apprentissage.

e Les primitives et les techniques de calcul (linéarisation, IPP, fractions rationnelles, changement de va-
riable).

e L'intégrale de Riemann et les critéres d'intégrabilité.
o Le théoréme fondamental du calcul intégral (Torricelli-Barrow).

e Les fonctions intégrales et leurs propriétés (domaine, parité, dérivée).

5.1 Calculer une primitive par linéarisation trigonométrique

Méthode.
Pour calculer une primitive (ou une intégrale) d'un produit de la forme cos?(z) sin?(z), ou plus généralement
un produit de sinus/cosinus d'arguments différents, on linéarise a I'aide des formules d’Euler

eiw + efia: ei;v _ efiw

cos(z) = 5 , sin(z) = o ,

on développe le produit obtenu, puis on regroupe les exponentielles conjuguées deux a deux pour revenir a une
somme de cos(kz) et/ou sin(kz), dont une primitive est immédiate.

Exemple. Annale 2024-2025, Exercice 3
w/2
Calculer I = / sin(3x) sin(2x) dz.
0

Solution.
Par les formules d'Euler :

e3i.’lj _ e—3i1‘ eQ’iar: _ €—2ia: e5iw + 6—51'1' _ eia: _ e—ia;

. . 1 1
sin(3x) sin(2z) = 5 X 57 =— 1 =-3 cos(bx) + 3 cos(z).

Donc

/2 1 1 1 1 /2 1 1 5
I= /O <2 cos(5z) + 3 cos(x)> do = {10 sin(5z) + 5 sin(z) D +5=|5

5.2 Calculer une primitive par intégration par parties

Méthode.

Pour calculer une primitive (ou une intégrale) faisant intervenir le produit d'une fonction qui se simplifie par
dérivation (In, arctan, un polyndme) et d'une fonction qui se primitive facilement, on applique la formule
d'intégration par parties

en choisissant v la partie qui se simplifie par dérivation (et u’ celle qui se primitive facilement). Si, aprés une
premiére IPP, I'intégrale restante est de méme nature (un polyndme en In, par exemple), on répéte I'lPP
jusqu'a obtenir une primitive immédiate.
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Exemple. Application n°1l — IPP simple, Annale 2024-2025, Exercice 3
1

Calculer K :/ arctan(z) dx.
0

Solution.

1
On pose u/(z) = 1 et v(z) = arctan(z), donc u(x) = z et v'(x) = o0 Par IPP :
X

1
- 1 T oo 1 on| 7™ 1
K = [LE arctan(z)]o — /0 m d,I = 4 |:2 ln(l +x ):| = 4 B hl 2

Exemple. Application n°2 — IPP répétée, Annale 2023-2024, Exercice 3
In(t

Calculer J :/ n () dt.
1

12

Solution. ) . o lnfs
Premiere IPP : on pose u/(t) = e et v(t) = In?(t), donc u(t) = 5 et v'(t) = I;( )

2 € e e

J = [_m (t)} +2/ ) gy _ —1+2/ ) g
t 1 1 t2 € 1 t2
. . , 1 1, 1

Deuxiéme IPP, sur l'intégrale restante : on pose u’'(t) = 2 v(t) = In(t), donc u(t) = v (t) = nE

1 1 ¢ °1 1 1]° 11 2
/@dt: _h® +/ Sdt=—=+|-3| =—=—->+1=1-">
1t t ;12 e tl, e e e

En combinant :

(& €

J——1+2<1—2>— 22

5.3 Calculer une primitive d’une fraction rationnelle par décomposition en élé-
ments simples

Méthode.

Pour calculer la primitive d'une fraction rationnelle

P(z)
Qz)
1. Si deg(P) > deg(Q), on effectue la division euclidienne de P par Q : P = SQ + R avec deg(R) <

P R
deg(Q), donc — = S + — (la partie polynomiale S se primitive immédiatement).

Q Q

. : . . . R
2. On factorise ) en facteurs du premier degré et/ou du second degré irréductibles, puis on décompose 6

par racine réelle simple zg, un terme —————— par facteur
Tr — Xo x4+ pr+q

irréductible (qui se primitivera, aprés mise sous forme canonique, en un In et/ou un arctan).

en éléments simples : un terme

3. On détermine les coefficients (par identification, par valeurs particuliéres, ou par limites), puis on primitive
chaque terme.
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Exemple. Application n°1 — racines réelles simples, Annale 2024-2025, Exercice 2

Coad 432 +t+1
CalculerJ:/ #dt.
1 24+t

Solution.

Comme deg(P) = 3 > deg(Q) = 2, on effectue la division euclidienne :

23 + 32+t + 1 1 1 1
= %4l ——— =214+ - —.
24t + +t(t+1) + +t t+1

D'on

e

e 11
J:/ (2t+1+t—)dt:{t2+t+1n(t)—1n(t+1)} =l +e—1-In(e+1)+mn2]
1

t+1 1

Exemple. Application n°2 — facteur irréductible, Annale 2023-2024, Exercice 1, Partie A

1 4
Calculer/ de.
0 8($2 + 1)

Solution. A

5 5 1
Par division euclidienne, B - I I (le facteur 22 + 1 étant irréductible, son terme
8(z2+1) 8 z2+1

se primitive en arctan).
1 4 1 3 1
T 5 1 S| 5 (m 2
———dr = - 214 ——|de=<|% - t =l-|l-==].
/0 82+ 1) " 8/0 (x +x2+1> ! 8[3 x—l—arcan(x)]o 8(4 3)

5.4 Calculer une intégrale par changement de variable

Méthode. .
Pour calculer / f(z) dz par changement de variable ¢t = g(x) (ou x = g(t)) :
a
1. On choisit t = g(z) qui simplifie I'expression (souvent pour transformer une exponentielle, une racine,

ou un argument composé en une variable simple) ; on exprime z en fonction de ¢, et on calcule dx en
fonction de dt.

2. On transforme les bornes : t = g(a) et t = g(b).

3. On obtient une nouvelle intégrale fgg((:)) h(t) dt, souvent une fraction rationnelle en ¢, que 'on calcule
par les méthodes précédentes (en particulier la méthode 5.3).

Exemple. Annale 2023-2024, Exercice 5

1 t
2 1
CalculerI:/ Ldt.
o e'(er +3)

Solution. p
On pose x = ef, donc t = In(x) et dt = —x. Lorsque t =0, x = 1; lorsque t = 1, x = e. L'intégrale devient
x

¢ 2x+1
I= ———dzx.
/1 xz%(z + 3) v

2 1 5 1 5 .. . -
On décompose en éléments simples : #—:_3) = % + 32 m (coefficients obtenus par identifica-

5 1 5 © I5 x 11°
I: 71 —7—71 = —1 - - .
g (@) =3~ 3 n(x+3)L [9 n(:c+3> 3:1:]1

tion). D'ou
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5.5 Démontrer ’intégrabilité au sens de Riemann et calculer ’intégrale

Propriété. Critére d'intégrabilité

Une fonction f définie et bornée sur [a,b], continue sur [a,b] sauf en un nombre fini de points ou elle
présente des discontinuités de premiére ou deuxiéme espéce (méthode 3.3), est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b]. A I'inverse, si f n'est pas définie sur tout [a,b], ou si elle y présente une discontinuité de troisiéme
espéce (non bornée), f n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

Méthode.
Pour étudier I'intégrabilité de f au sens de Riemann sur [a,b] et, le cas échéant, calculer I'intégrale :

1. On vérifie que [a,b] C Dy et que f est bornée sur [a,b]; sinon, on conclut immédiatement a la non-
intégrabilité.

2. On repére les points de discontinuité de f sur [a, ] et on les classifie (méthode 3.3) : s'il n'y en a qu'un
nombre fini, toutes de premiére ou deuxiéme espéce, f est intégrable.

3. On calcule I'intégrale en scindant [a,b], par la relation de Chasles, en sous-intervalles sur lesquels f
coincide avec une expression continue dont on détermine une primitive.

Exemple. Application n°1 — cas négatif, Annale 2025-2026, Exercice |
On reprend la fonction f de la méthode 1.1 (Application n°2), de domaine

Dy= |J 12k—a,2k+1+a[U]—a,0] UJO,+oo].

k<—1

1
Dire si f est intégrable au sens de Riemann dans [—1, 1] et calculer, si possible, / f(z)dx.
-1

Solution.

Puisque a = arcsm<4> < 1, l'intervalle [—1, —a[ n'est pas contenu dans Dy : la fonction f n'est pas
T pPas

définie sur tout I'intervalle [—1,1]. D'aprés le critére ci-dessus,

f n'est pas intégrable au sens de Riemann sur [—1,1] (et l'intégrale n'a pas de sens).‘

Exemple. Application n°2 — cas standard, Test 2 du chapitre 5, Exercice |
Soit f la fonction définie par

621

f@) =4 Varem
z2In(1 + 523) siz > 0.

siz <0

1. Montrer que f est intégrable au sens de Riemann sur [—3, 1].

1
2. Calculer/ f(x)dx.
-3

2
3. On pose g(z) :/ f(t)dt. Calculer ¢'(2).

Solution.
1. Dy =R D [-3,1]. f est continue (SPRC) sur [-3,1] \ {0}, et bornée sur chaque branche (image d'un
compact par une fonction continue). En 29 =0 :

. 1 1 .
Jm fle) =z =5 lm fl@)=0
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(ces deux limites sont finies) : zp = 0 est une discontinuité de deuxiéme espéce, et c'est la seule. Par le critére
d'intégrabilité,

‘f est intégrable au sens de Riemann sur [—3, 1]‘

2. Par Chasles, en scindant en g =0 :

1 0 2x 1
e
flx dac:/ 7dac+/ z2In(1 4 52%) dz.
/_3 (@) _3 V3 + e 0 ( )

Pour la premiére, on pose u = 3 + €2, du = 2e**dx :

0 27 0
_ 2x — 9 _ —6
[3 3+7621d9c7{\/3+6 }7372 VvV3+e b

Pour la seconde, on pose v = 1 + 523, dv = 152%dz; v(0) = 1, v(1) = 6 :

! 1 /¢ 1 6 6In6-5
2 3 e = — — =
/0 x“In(1 4 52°) dx = 5 . In(v) dv 5 {vln(v) v} )

6In6—5
+

1
:2— —6
[Sf(x)dx 3+e 15

3. En écrivant g(x) = —/ f(¢t) dt, le théoréme de Torricelli-Barrow donne ¢'(x) = —f(x), donc
2

g (2) = —f(2) = —41n(41).

(on a utilisé la branche > 0, puisque 2 > 0 : f(2) = 22In(1+ 5 x 8) = 41n(41)).

g'(2) = —4mn(41). |

5.6 FEtudier une fonction intégrale

Propriété. Théoréme fondamental — dérivée d'une fonction intégrale composée
Soit f continue sur un intervalle contenant f(a) et g(z), et soit

g(x)
Flz) = / F() dt.

Par le théoréme de Torricelli-Barrow et la formule de dérivation d'une fonction composée, F' est dérivable la
ol g l'est, et

Méthode. o
g(z
Pour étudier une fonction intégrale F(z) = / fi)dt:

e Domaine : Dy est |'ensemble des z tels que g(z) € Dy (et a € Dy).

e Parité : on calcule g(—x); si g(—z) = g(z), alors F(—z) = F(x) directement (F est paire). Sinon, on
effectue le changement de variable ¢ — —t dans I'intégrale définissant F'(—x) pour la comparer a F(z)
ou —F(z).

e Dérivée : on applique la propriété ci-dessus, F'(z) = f(g(z)) - ¢'(z).

0 ou ¢'(z) = 0 (équation produit :

e Points stationnaires : on résout F’(z) = 0, c'est-a-dire f(g(z))
on résout séparément chaque facteur).

I Exemple. Annale 2025-2026, Exercice IV
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On considére L

F(z) = / 2 In(1 + 5t2) dt.
0

1. Dire si I est une fonction paire ou impaire.

2. Calculer F'(x) et déterminer les points stationnaires de F.

Solution.
1. Posons g(z) = 2* — 2. On a

donc

g(=z) 9(z) _ .
F(-z) = / ¢ In(1 + 5t2) dt = / ¢ In(1 + 562) dt = F(x).
0 0

2. La fonction f(t) = e2t® In(1 + 5t2) est continue sur R; par le théoréme ci-dessus, avec g(z) = z
g'(x) = 4a® — 22 :

422 et

F'(z) = 2@ =)’ 1 (1+5(z* — 2%)?) - (42® — 2z).

Les points stationnaires sont les solutions de F'(z) = 0, c'est-a-dire (puisque 2@ = 5 toujours) :

In(1+45(z*—2%?%) =0 ou 42°—2z=0.

4

La premiére équation équivaut a (z* — 22)? = 0, soit 2* — 22 =0, soit 2%(22 —1) =0: 2 =0 ou z = +1.

La seconde équivaut a 2z(22%2 —1) =0 : 2 = 0 ou z = £——. En réunissant :

V2

5.7 Synthése : étudier la limite d’une suite récurrente définie via une fonction

intégrale

Meéthode.

T
Pour étudier la limite d'une suite récurrente u, 1 = F(uy), ot F(x) = / f (%) dt est une fonction intégrale :
a

1. On étudie le signe de g(x) = F'(z) — z, en calculant ¢'(z) = F'(z) — 1 = f(z) — 1 (Torricelli-Barrow).

2. On en déduit le sens de variation de g, et sa position par rapport a 0 (en particulier g(a) = —a, puisque
F(a) =0) : cela donne, pour ug fixé, une comparaison entre u; = F(ug) et ug, qui se propage a toute
la suite si F est croissante (méthode 2.2).

3. On conclut a la convergence par le théoréme de la limite monotone, puis on détermine la limite £ comme
solution de I'équation F'(£) = ¢, c'est-a-dire g({) = 0.

Exemple. Annale 2025-2026, Exercice V

o R e
On considére F(z) :/0 €2t + 96t + 1

1. Montrer que g(x) = F(x) — x est strictement décroissante sur R.

dt et la suite (u,,) définie par ug = 1 et up+1 = F(up).

2. Déterminer la limite de (uy,).

Solution.
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1+ €%

1. La fonction f(t) = @12
e

est continue sur R ; par Torricelli-Barrow, F’(x) = f(z), donc

, B B 14 e2 71+62$7(€I+1)2 o —2e”
@)=l l= e s T e T e

5 <0 Vr € R.

‘g est strictement décroissante sur R. ‘

2. Comme F'(0) =0, on a g(0) = 0; g étant strictement décroissante, g(z) < 0 pour z > 0 et g(x) > 0 pour
z <0.

Montrons par récurrence que 0 < u,, < ug = 1 pour tout n : puisque f > 0 sur R, F' est croissante, donc si
un € [0,1], alors F(0) < F(uy) < F(1); comme g(1) < 0, F(1) < 1, donc uny1 = F(u,) € [0,1], ce qui
propage |'encadrement.

De plus, pour u, > 0, g(u,) < 0 donne F(u,) < u,, donc u,41 < u, : la suite (u,) est décroissante,
minorée par 0, donc convergente (théoréme de la limite monotone) vers une limite £ > 0 vérifiant F(¢) = ¢,
c'est-a-dire g(£) = 0.

Or g est strictement décroissante avec g(0) = 0 : £ = 0 est I'unique solution. Donc

lim wu, =0.
n—-+oo

Remarque : on peut confirmer ce résultat en calculant explicitement F' par le changement de variable v = ¢!

(méthode 5.4), qui donne F(z) = = + —1,dod g(x) =

er + 1 i 1 : on retrouve bien g(0) =0 et g

strictement décroissante.
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